
HAL Id: sfo-00361401
https://hal-sfo.ccsd.cnrs.fr/sfo-00361401v1

Submitted on 14 Feb 2009

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

OBSERVATION RÉCENTE D’UNE FORME DE
BIRÉFRINGENCE DANS CERTAINS CRISTAUX À

SYMÉTRIE CUBIQUE THÉORIE ET
CONSÉQUENCES PRATIQUES

Luc Dettwiller

To cite this version:
Luc Dettwiller. OBSERVATION RÉCENTE D’UNE FORME DE BIRÉFRINGENCE DANS CER-
TAINS CRISTAUX À SYMÉTRIE CUBIQUE THÉORIE ET CONSÉQUENCES PRATIQUES. Doc-
toral. 2005. �sfo-00361401�

https://hal-sfo.ccsd.cnrs.fr/sfo-00361401v1
https://hal.archives-ouvertes.fr
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dans certains cristaux à symétrie cubique
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Lycée Blaise Pascal - 63037 Clermont-Ferrand Cedex

dettwillerluc@voila.fr

RÉSUMÉ

La notion de non-localité pour un diélectrique linéaire est rappelée en détail : elle se
traduit par la dépendance de son tenseur susceptibilité électrique ( )eχ  en fonction du

vecteur d’onde K, en plus de sa dépendance classique en fonction de la pulsation ω  ; et si
( )eχ  dépend de la direction de K, il apparaît une forme d’anisotropie optique ayant d’autres

propriétés que les biréfringences classiques des milieux uniaxes (ou même biaxes). C’est
le cas de la fluorine, pour laquelle cette forme d’anisotropie vient d’être décelée dans les
objectifs de photo-lithographie ultraviolette utilisés par l’industrie de la microélectronique !
Après avoir précisé une méthode générale de détermination de l’indice d’un tel milieu en
fonction de ω  et de la direction de K, nous partons du développement limité de ( )eχ  à

l’ordre 2 en K et nous trouvons une expression analytique de la biréfringence de la fluo-
rine ; puis nous caractérisons sa surface des indices dont nous déterminons les sept axes
optiques, et dont nous discutons les propriétés tout en les comparant à celles de la biré-
fringence classique – ce qui permet de donner quelques pistes générales utilisables pour
réduire les effets de cette biréfringence néfaste dans les objectifs mentionnés ci-dessus.

INTRODUCTION

Quand on ouvre des traités d’optique ([1-2], [3] p. 678-679, [4] p. 467-470) ou de miné-
ralogie [5-6], dans leur partie consacrée à l’optique cristalline on lit souvent que les cris-
taux du système cubique (comme par exemple ceux de fluorine1 2CaF , de 2BaF , etc.) sont
optiquement isotropes, donc ne présentent pas de biréfringence. Il y a quelques années,
c’est donc avec surprise que les utilisateurs d’objectifs en fluorine (prévus pour fonctionner
en ultraviolet du vide dans la région de SCHUMANN) ont observé dans les images obtenues
des anomalies ne pouvant s’expliquer que par une légère biréfringence de la fluorine ;
celle-ci est imperceptible [7] sur les domaines infrarouge et visible, mais augmente pour
les composantes spectrales qui s’en écartent dans l’ultraviolet lointain…

Cette découverte a retenti comme un coup de tonnerre dans l’industrie de la micro-
électronique. En effet, la loi de MOORE selon laquelle la densité d’intégration des circuits
double tous les deux ans étant vérifiée depuis juin 1965 [8], on assiste à une course vers
une densité toujours croissante pour l’intégration des circuits qui incite l’optique à repous-
ser ses limites technologiques, car la réalisation de ces circuits intégrés miniaturisés passe
par une étape de microlithographie par photoréduction très performante (sur une résine
photosensible recouvrant un semi-conducteur). Celle-ci utilise des objectifs très sophis-

                                                
1 Selon la recommandation de l’Association internationale de Minéralogie, il faudrait plutôt l’appeler « fluorite ».
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symétrie cubique, et nous verrons qu’elle a sept axes optiques ! Il s’agit donc d’une nou-
velle forme de biréfringence ; LORENTZ avait essayé de la déceler expérimentalement en
1921 dans NaCl, et sa tentative échoua (car ce phénomène est très discret), mais avec
raison il ne cessa pas de croire en son existence. Ce nouvel effet est dû à la « dispersion
spatiale » en optique (cf. § 1.), dont le rôle avait d’abord été entrevu dans les plasmas où il
est plus important ; son étude théorique pour les cristaux a été menée de façon systéma-
tique dans les années 1958-84 par AGRANOVICH et GINZBURG [13], et ce thème de recher-
ches reste actif. L’observation expérimentale du rôle de la dispersion spatiale dans les
cristaux cubiques non gyrotropes ([13] p. 257-259) a commencé par l’observation – qui est
en fait controversée – d’une nouvelle onde (cf. § 2.2.3.) dans l’anthracène auprès d’une
bande d’absorption, par BRODIN et PEKAR en 1959 ; elle a continué en 1960 avec la mise
en évidence d’une anisotropie d’absorption (dans 2Cu O  à 77 K et au voisinage de la tran-
sition quadrupolaire électrique à 612,5 nm), puis d’une anisotropie de réfraction en 1971
(avec Si et GaAs dans l’infrarouge proche). Mais comme ces matériaux ne sont guère uti-
lisés en optique, ces phénomènes sont restés méconnus des opticiens lithographistes,
jusqu’à leur résurgence toute récente au niveau du monde industriel, gêné dans sa crois-
sance par l’observation inédite de ces effets de double réfraction dans la fluorine ! Après
avoir éliminé leur explication par biréfringence de contrainte, on a réussi en 2001 les pre-
mières mesures3 directes de la biréfringence intrinsèque de 2CaF  et 2BaF  pour six lon-
gueurs d’onde dans l’ultraviolet, et vérifié leur accord approximatif avec les modèles de
l’anisotropie par dispersion spatiale [14] ; à 158 nm la valeur de la biréfringence (i.e.
l’extremum de différence entre les deux indices associés à une direction de propagation,
en fonction de celle-ci) est – 6(1,12 0,04) 10−± ⋅ pour la fluorine4 2CaF  et + 6(3,3 0,3) 10−± ⋅
pour 2BaF .

Or peu après, pour accroître la densité d’intégration des circuits, les spécifications
concernant les objectifs de photo-lithographie sont devenues deux fois plus sévères, en
demandant que la valeur absolue de la biréfringence (dont on croyait initialement qu’elle
ne pouvait être qu’accidentelle avec les matériaux utilisés) ne dépasse pas 85 10−⋅  ! Sa-
chant maintenant que la fluorine a une biréfringence intrinsèque, on voit que les objectifs
ne peuvent donner une image satisfaisante que moyennant divers systèmes de compen-
sation élaborés (jouant par exemple sur les orientations relatives des cristaux formant les
lentilles successives)… Pour l’ingénierie optique visant à calculer précisément les caracté-
ristiques de l’image fournie par ces objectifs et à améliorer sa correction, il est donc fon-

                                                                                                                                                                                                
certains éléments-limites de symétrie, il arrivait souvent qu’un cristal adoptât un réseau cubique, quand
sa particule était seulement quadratique ou même seulement triclinique. […] Il en résulte qu’un cristal à
réseau cubique peut fort bien être biaxe, alors que, d’après la forme de son réseau, accusée par la figure
du cristal, on se croirait autorisé à le considérer comme isotrope. Ainsi ce que l’on considérait autrefois
comme des anomalies optiques s’expliquerait tout naturellement […] ».

3 Elles furent réalisées en atmosphère de diazote, pour s’affranchir de la très forte absorption par le dioxy-
gène (dont le titre doit être inférieur à 10 ppm dans cette expérience) ainsi que des artefacts dus à la va-
riation d’indice avec la pression et la température ([16] p. 71) ; SCHUMANN a été le premier à pouvoir ex-
plorer le domaine spectral (auquel reste attaché son nom) allant de la limite imposée par l’absorption par
l’air et le quartz à celle imposée par l’absorption de la fluorine, en construisant en 1893 un spectrographe
à optique de fluorine réglable sous vide.

4 En 2002 ont été publiées des mesures de l’indice de réfraction (et du coefficient thermo-optique) de la
fluorine par la méthode du prisme (au minimum de déviation) poussée à sa précision maximale – l’incerti-
tude sur l’angle du prisme et sur le minimum de déviation étant réduite à 0,2′′ , celle sur la température à

0,05 °C, sur la pression à 0,1 hPa, etc. ; alors l’incertitude sur l’indice est comprise entre 610−  et 62 10−⋅ ,
donc elle n’a pas permis de mettre en évidence la biréfringence intrinsèque, que l’article n’évoque pas [7].
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damental de maîtriser ce sujet d’optique cristalline moderne [15]. Le but de cet article est
d’en présenter les rudiments théoriques.

Afin d’en faciliter la compréhension, nous commencerons par expliquer une des origi-
nes physiques essentielles du phénomène de dispersion, en précisant la distinction entre
la dispersion « usuelle » (la plus courante et la plus importante) et la dispersion
« spatiale » ; cela nécessite un retour aux sources des caractéristiques optiques des ma-
tériaux – à savoir leurs relations constitutives – et fera l’objet de notre première partie. En-
suite, nous montrerons comment calculer les deux indices pour une direction donnée du
vecteur d’onde dans un milieu obéissant aux relations constitutives en présence de dis-
persion spatiale, et nous exprimerons ces indices dans le cas des cristaux à symétrie
cubique du type de la fluorine. Enfin, nous examinerons la première notion géométrique
importante pour décrire leurs propriétés optiques, à savoir la surface des indices ; tandis
que pour la biréfringence classique des cristaux les moins symétriques (donc biaxes) cette
surface ne montre qu’une direction de propagation donnant l’extremum de différence
d’indices, on verra qu’il y en a six pour la biréfringence par dispersion spatiale dans un
cristal à symétrie cubique comme la fluorine ! Alors, la connaissance des caractéristiques
de cette surface nous permettra d’appréhender quelques-unes des idées générales visant
à minimiser l’effet de la biréfringence dans les objectifs.

1. LA NON-LOCALITÉ DANS LES RELATIONS CONSTITUTIVES LINÉAIRES

1.1. Relation linéaire générale entre la polarisation et le champ électrique
dans un milieu homogène

1.1.1. Présentation qualitative

On sait que les propriétés optiques d’un matériau sont déterminées par sa polarisation
P et son aimantation �, dues à un champ électromagnétique (E, B) variable dont le spectre
est au voisinage du domaine visible. Pour la plupart des matériaux, les propriétés magné-
tiques du milieu sont négligeables dans ce domaine spectral (sauf au voisinage de quelques
rares résonances magnétiques) ; le phénomène que nous décrivons dans cet article ne les
faisant pas intervenir, nous admettrons que P ne dépend pas du champ d’induction ma-
gnétique B, et que le champ magnétique H est lié à B par la même relation que dans le
vide : 0µ=B H , où 0µ  désigne la perméabilité magnétique du vide ([16] p. 34-70).

Il est important de comprendre aussi que le phénomène qui nous intéresse ne fait pas
intervenir les non-linéarités de la relation entre P et le champ électrique E (alors nous les
négligerons) : il pourrait donc être observé avec des éclairements et des distances de pro-
pagation ordinaires. Pour simplifier encore, nous supposerons que le milieu considéré est
homogène, c’est-à-dire que ses caractéristiques sont indépendantes du point M consi-
déré (repéré par son vecteur position r).

Dans ce cadre, on pourrait être tenté de supposer qu’à toute date t la polarisation serait
donnée par

( )0( , ) ( , )et tε χ=P r E r (1)

où ( )eχ  désigne le tenseur (ou la matrice) de susceptibilité électrique du milieu – et s’il était

isotrope, ce tenseur se réduirait à un scalaire χe donc P serait toujours parallèle à E. Mais
de simples considérations de bon sens montrent qu’une telle relation décrit un cas trop idéal,
qui ne saura exister réellement − même dans l’approximation linéaire.
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D’abord, la relation (1) dirait que « la polarisation suit parfaitement toutes les variations
temporelles du champ électrique, aussi rapides soient-elles »... Or on sait bien que ceci
n’est physiquement pas possible, que la polarisation à la date t doit en fait dépendre du
champ électrique aux dates t t′ ≤ , et que cela produit une non-invariance par renverse-
ment du temps pour la propagation des ondes dans ce milieu – donc une partie des phé-
nomènes d’absorption et de dispersion [16].

De même, les entités chimiques du matériau ayant un volume petit mais non nul, et les
champs macroscopiques E et P étant définis par nivellement des champs microscopiques
correspondants [17] sur un volume élémentaire représentatif, la polarisation en r doit a
priori dépendre du champ électrique au voisinage de r : c’est le phénomène de non-
localité de la relation entre P et E, qui engendre une autre partie [16] des phénomènes de
dispersion – qualifiée de « spatiale » pour la distinguer de la précédente qui est la disper-
sion usuelle. En posant les équations qui traduisent ces idées, nous pourrons comprendre
que la fluorine est un exemple de milieu anisotrope à cause de la dispersion spatiale
uniquement…

1.1.2. Mise en équation ; convolution pour les champs réels

Dans l’approximation linéaire, la relation la plus générale entre les composantes jE  et

jP  de deux champs en dimension 3 (comme le champ électrique et le champ de polarisa-

tion) s’écrit au sens des distributions
3

3

1

( , ) ( , ) ( , ; , )l
j l j

l

P t E t R t t d dt
=

′ ′ ′ ′ ′ ′= ∑∫∫∫ ∫
4R

r r r r r (2)

quelle que soit la nature de ces deux champs E et P, mais en admettant que le premier est
la cause du second. Cette relation est bien linéaire puisque, si les champs électriques

( , )t1E r  et ( , )t2E r  produisent les champs de polarisation ( , )t1P r  et ( , )t2P r , alors la combi-

naison linéaire 1 2( , ) ( , )t tν ν+1 2E r E r  produit 1 2( , ) ( , )t tν ν+1 2P r P r  – 1ν  et 2ν  étant deux cons-
tantes scalaires.

Les variables ′r  et t ′  semblent jouer le même rôle formel dans (2), mais physiquement
leurs influences sont très différentes : en effet, en vertu du principe de causalité et du se-
cond postulat d’EINSTEIN (concernant la célérité maximale c d’une information), on sait
que, rigoureusement, la réponse l

jR  est telle que

( , ; , ) 0l
jR t t′ ′ =r r   si  ( )c t t ′ ′− < −r r  ; (3)

ceci vient de la dissymétrie sur la variation de t (mais pas de r), et une telle fonction l
jR  est

dite « causale ».

Propriétés simplificatrices
♦ Si on néglige l’évolution avec le temps des propriétés du milieu − ce qui est toujours

bien justifié à l’échelle de temps des phénomènes étudiés − il est dit « invariant par
translation temporelle » ; alors

( , ; , ) ( ; , )l l
j jR t t R t t′ ′ ′ ′= −r r r r , (4)

i.e. la réponse à une impulsion ne change pas de forme avec la date t de cette impul-
sion.
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♦ Par contre, supposer que le milieu est homogène est une hypothèse plus forte : elle
revient à dire que la réponse P à un « pic » de E en un point est invariante par dépla-
cement de ce point, soit

( , ; , ) ( ; , ) ( , ; , )l l
j jR t t R t t t t′ ′ ′ ′ ′ ′= − ∀r r r r r r . (5)

Nous adopterons ces hypothèses ; alors la relation (2) exprimant P est une « convo-
lution spatio-temporelle » de E par la réponse percussionnelle spatio-temporelle et matri-
cielle ( )( , )R tr  :

P(r, t) = ( )R ∗E (r, t) . (6)

Discussion des ordres de grandeur

Les temps caractéristiques des réponses percussionnelles sont, naturellement, de l’ordre
de grandeur des temps caractéristiques des phénomènes (électroniques, nucléaires, ato-
miques, moléculaires ou ioniques) responsables de la polarisation et de l’aimantation. Or
ceux-ci sont, du moins pour certains d’entre eux, de l’ordre des temps caractéristiques des
ondes lumineuses ; donc aucune approximation simple n’existe pour dissimuler les effets
de la « convolution temporelle », et ils seront primordiaux. Quant aux dimensions caracté-
ristiques, a, des réponses percussionnelles, elles sont pratiquement de l’ordre des dimensions
des molécules ou des mailles cristallines (ou, dans le cas des métaux, de la longueur de
DEBYE de leur plasma − ce qui revient au même dans les conditions usuelles) [13] p. 4,
[18] p. 438, [19] ; or les longueurs d’onde λ  (dans le milieu) en optique sont environ mille
fois plus grandes, donc l’effet de la « convolution spatiale » sera négligeable en première
approximation dans le cas des ondes lumineuses. On dit alors que le milieu est local,
puisque P en un point donné ne s’exprime qu’en fonction de E au même point :

( ) ( ) ( )
3

1

, , , ;l
j l j

l

P t E t R t t dt
+∞

= −∞

′ ′ ′= ∑ ∫r r r . (7)

Ici on ne tient plus compte que des valeurs antérieures de E au même point − voir (3). Ce-
pendant, cette approximation n’est plus fondée pour les champs oscillants sinusoïdale-
ment à une fréquence de résonance du diélectrique, car dans ce cas le rapport a/λ devient
beaucoup plus important, surtout parce que l’indice devient grand et que cela diminue λ…

1.1.3. Approximation des faibles non-localités

En toute rigueur, n’importe quel milieu (linéaire) est non local. Mais comme a/λ est
usuellement très petit (de l’ordre de 310− ), il sera possible − et bien plus simple − de ren-
dre compte de l’influence de la non-uniformité de E en considérant son développement
limité sur les variables d’espace au moins à l’ordre 2 ; cela permet de proposer pour la
composante jP  de P le développement suivant (le rapport de chaque terme au précédent

étant a priori proportionnel à a/λ) :
(0) (1) (2)

j j j jP P P P≅ + + . (8)

L’équation (7) donne en fait le terme (linéaire) d’ordre zéro en a/λ uniquement, (0)
jP , et

fait intervenir les réponses percussionnelles temporelles ( )(0) , ;l
jR t t ′r  qui agissent sur les

composantes de lE  au même point.
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où 2 1i = −  (on affecte dans cette définition un signe « moins » aux variables spatiales de
l’exponentielle, mais un signe « plus » aux variables temporelles, et le contraire pour la
transformée de FOURIER inverse) ; on introduit de même la transformée de FOURIER spatio-
temporelle de E(r, t) notée ( , )ωE K� , et celles de ( , )l

jR tr  notées ( , )l
jR ωK�  − qui sont les

éléments du tenseur ( ) ( ) ( )4

0( , ) ( , ) 2eR ω ε χ ω π≡K K�  par définition. Alors, il vient

( )0( , ) ( , ) ( , )eω ε χ ω ω=P K K E K� � (12)

qui est une relation très intéressante à cause de sa simplicité : les amplitudes des compo-
santes spectrales ( , )ωP K�  de P(r, t) sont égales à celles de E(r, t) multipliées par le ten-

seur ( )0 eε χ  qui dépend de K et ω − c’est pourquoi on dit qu’une relation de convolution

entre deux fonctions (comme P et E) est aussi un filtrage, ( )0 ( , )eε χ ωK  étant la fonction de

transfert de E à P indépendamment de leur nature électromagnétique. La dépendance de
( )eχ  avec ω, qui est un phénomène usuel, fait que les ondes monochromatiques de pul-

sations différentes se propagent à des vitesses différentes : on retrouve la signification de
base de la dispersion, traduite par une relation – par exemple entre ω et K, qu’on pourra
déduire de (14) – qui découle des équations de MAXWELL jointes à la relation constitutive
(12) ; mais si on considère pour un milieu non local sa relation constitutive en elle-même
(indépendamment des solutions des équations de MAXWELL), la dépendance de ( )eχ  avec

K pour ω fixé [21] change la relation entre K et ω pour les solutions des équations de
MAXWELL, cette modification donnant lieu aux phénomènes de dispersion spatiale.

Pour toute la suite, au lieu d’utiliser le tenseur ( )eχ , il sera plus commode de se servir

du tenseur permittivité électrique relative, défini par ( ) ( ) ( ) ( )0r eε ε ε χ≡ ≡ +1 , où ( )1  désigne

le tenseur unité.

1.2.2. Cas des faibles non-localités

La transformation de FOURIER appliquée au développement (8) fait que ( )rε  se déve-

loppe aussi en une somme ([13] p. 117-119) :

3 3 3

1 1 10

( , )
( ) ( ) ( )

l
j l lm lmp

j j m j m p
m m p

o p iK q K K
ε ω

ω ω ω
ε = = =

≅ + −∑ ∑∑
K

 ; (13)

la parité des différentes fonctions présentes dans cette expression vient du fait que les
fonctions l

jR  sont réelles, donc * * *( , ) ( , )l l
j jε ω ε ω= − −K K , l’astérisque désignant le com-

plexe conjugué.

Propriétés

♦ Le théorème de SCHWARZ se traduit ici par lmp lpm
j jq q=  évidemment.

♦ Le principe de symétrie des coefficients cinétiques ([18] p. 439-440) entraîne
( , ) ( , )j l

l jε ω ε ω= −K K  donc l j
j lo o= , lm jm

j lp p= − , lmp jmp
j lq q= , etc. ; le milieu est dit non gy-

rotrope si et seulement si ( )rε  est symétrique pour tout ( , )ω K , donc c’est le cas si et
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2.1. Méthode d’étude

Tous les champs de l’onde que nous considérerons ici sont donc décrits par une ex-
pression analogue à celle de son champ électrique :

i t ie ω− + ⋅= K r
0E E  ; (15)

ω et 0E  sont toujours supposés non nuls.

On admet, comme d’habitude, que le milieu est isolant et immobile ; alors la densité de
charge libre volumique est constante ; en régime harmonique elle ne peut qu’être nulle,
donc

0⋅ =u D (16)

où 0ε≡ +D E P  désigne le vecteur induction électrique.

Les équations de MAXWELL-FARADAY et AMPÈRE donnent toujours

ω
= ×K

B E (17)

2
0c

ω
ε

× = − D
K B (18)

donc, pour les ondes envisagées, en tenant compte de (17-18) on obtient

( ) ( )2 2 2
0 0 rn K K ε− × × =u u E E (19)

Quand on cherche à résoudre cette équation pour prédire l’expression de K ou n en fonc-
tion des paramètres ω et u, il ne faut pas oublier que, dans le cas des milieux non locaux,
à ω fixé ( )rε  dépend de K et donc de n : on passe d’abord par l’expression théorique et

inobservable donnant ( )( , )rε ωK , pour prédire ensuite l’expression observable donnant la

relation de dispersion ( )ω K , dont on peut tirer enfin l’expression observable donnant

( ) ( )( )( ) , ( )r rε ε ω≡K K K .

Si le déterminant de ( )rε  était nul, l’onde pourrait être purement électrique et longitu-

dinale avec ( )rKer ε∈E  et n nul ou non (le cas 0n ≠  étant possible grâce à l’absence de

champ magnétique et à la présence de charges volumiques de polarisation) ; une telle
onde est parfois appelée un « plasmon ».

Nous supposons dorénavant n ≠ 0 ; alors l’équation ci-dessus est équivalente à la re-
lation fondamentale

( ) ( )2

1
rn

ε + × × =E u u E 0  (20)

Le développement de cette relation vectorielle donne un système linéaire homogène de
trois équations à trois inconnues xE , yE  et zE . Comme il doit admettre d’autres solutions

que la solution triviale qui conduit à =E 0 , il faut que son déterminant � soit nul ; en

l’exprimant en fonction de l’inconnue 21/ n  on a
2(1/ ) 0n =� (21)

Cette équation régit les valeurs possibles de 21/ n  en fonction de ω  et de u. Considérons
ω  fixé dorénavant, et pour un milieu réel précisons une propriété qui concerne sa rela-
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Annexe 2

En utilisant les résultats de l’annexe 1, cherchons les directions de u telles que D at-
teigne son maximum absolu ; c’est une fonction de (U,V) définie sur ( 1� ).

Comme on a 2 4V U≤  sur ( 1� ), on tire de la relation (1.2)

( )( ) ( )21
2 1 2 3 3 10 6

2
D

V U U U U
V

∂ = − − − ≤ − − +
∂

et cette borne supérieure est négative sur ( 1� ) pour 1

5 7
3

U U
−≤ ≡ .

Pour 1U U≤ , le maximum de D est donc tel que 0V =  ; or ( )22( ,0) 1D U U U= −  est évi-

demment maximum pour 11/ 2U U= ≤ , et vaut (1/ 2,0) 1/16D = . Comme
2 2 2
1 2 3( , ) (1/ 2,0) ( , , ) (0,1/ 2,1/ 2)U V u u u= ⇔ =  ou bien (1/ 2,0,1/ 2) , les quatre directions de u

réalisant ce maximum de D forment un sous-ensemble de celui des six directions des dia-
gonales des faces de la maille cubique.

Pour 1U U≥ , en fonction de V sur 20, 4U    on observe d’abord une décroissance,

puis une croissance de D ; donc les maxima restant à trouver ne peuvent qu’être parmi les
valeurs de 2( , 4)D U U  (sachant que ( ,0) 1/16D U <  pour 1U U≥ ). Or 2( , 4)D U U  est donné

par l’expression (1.4), et on montre facilement qu’avec 1U U≥  elle est maximale seule-

ment pour 1U =  et vaut (1,1/ 4) 1/16D =  de nouveau, ce qui donne 2 2 2
1 2 3( , , ) (1/ 2,1/ 2,0)u u u =

i.e. u parallèle à l’une quelconque des deux directions restantes parmi celles des diago-
nales des faces de la maille.
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