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Table des matières 9INTRODUCTIONCe ours est onsaré à une présentation générale de l'interation entrela matière et le rayonnement életromagnétique. Ce vaste domaine ne seraévidemment pas traité dans sa totalité dans le présent polyopié. En e quionerne le rayonnement, nous nous restreindrons à la lumière formée dephotons de faible énergie, du rayonnement radio-fréquene jusqu'au proheUV. La matière ne sera pas traitée non plus dans tous ses détails : on sup-posera qu'elle onstitue un système formé de niveaux disrets bien séparés,et éventuellement d'un ontinuum. Nous l'engloberons par soui de simpli-ité sous le mot "atome", mais les phénomènes dérits s'appliqueront pourl'essentiel au as d'une moléule, plus di�ilement à un solide (bandes), bienque beauoup de phénomènes dérits ii demeurent. Nous n'aborderons pasnon plus dans e ours l'e�et de la lumière sur la position des atomes, lesaspets quantiques spéi�ques qui apparaissent sur la lumière, ni l'optiquenon-linéaire ou les lasers.On appelle souvent Optique Quantique e domaine de la physique, arla matière, ou la lumière, ou les deux, sont traitées au niveau des phéno-mènes mirosopiques don quantiques. Les systèmes étudiés sont souventomplexes. On herhe don à les simpli�er, autant que faire se peut, par desapproximations et des hypothèses, dont on verra les plus importantes dansles trois premiers hapitres de e ours, qui présentent la "boîte à outils"de l'optique quantique. On dérira dans les hapitres ultérieurs un ertainnombre d'appliations et d'illustrations des méthodes introduites, qui nouspermettront de présenter et d'expliquer des phénomènes intéressants, et deiter des expérienes réentes.On trouvera à la �n de e polyopié des annexes onernant la matriedensité, ou donnant quelques rudiments utiles de physique atomique, ainsiune liste d'ouvrages qui permettent d'approfondir les sujets traités dans eours.Ce polyopié n'est qu'une première ébauhe. J'invite les leteurs qui ydéteteraient des oquilles ou des erreurs à me les faire onnaître par e-mailà : fabre�spetro.jussieu.fr.



1. LES APPROCHES PHÉNOMÉNOLOGIQUESComment la matière et la lumière interagissent-elles ? C'est une ques-tion que les physiiens se sont posés depuis très longtemps. Ils ont onstatéque ertains orps étaient transparents, d'autres olorés, que ertains absor-baient la lumière, d'autres la ré�éhissaient selon des règles bien préises, oula di�usaient dans toutes les diretions. Les méanismes de ette interationmultiforme et souvent omplexe ont été longtemps inonnus, et omme tou-jours en physique, on a exploré le domaine en aratérisant les phénomènesobservés par des quantités aessibles à l'expériene, omme l'indie de ré-fration n (ω) (ω : fréquene de la lumière), le oe�ient d'absorption α (ω)ou la setion e�ae de di�usion σ (ω). On a onstaté que, dans les milieuxsimples omme les milieux dilués, es quantités présentaient un aratère for-tement résonnant autour de fréquenes aratéristiques ωi ave des largeursde résonanes γi. La reherhe de es données, ou spetrosopie, a été uneétape importante dans le débroussaillage du phénomène. Les physiiens ontalors introduit des approhes phénoménologiques de ette interation pourrendre ompte de es données.1. Le modèle de LorentzA la �n du XIX ème sièle, la nature életromagnétique de la lumière et lastruture orpusulaire de la harge életrique sont onnues. L'existene defréquenes de résonanes ωi pour les atomes, analogues à eux d'un osillateurharmonique, onduit alors Lorentz à introduire le modèle dit de "l'életronélastiquement lié", basé sur un omportement évidemment lassique d(unharge pontuelle soumise à un ptoentiel harmonique et au hamp de l'ondeéletromagnétique inidente.



1. LES APPROCHES PHÉNOMÉNOLOGIQUES 111.1 Atome de Lorentz isoléLe hamp életrique agissant sur l'atome est pris de la forme :
−→
E = −→ε Ecos (ωt− ϕ) (1.1)où −→ε est le veteur polarisation de l'onde. L'équation du mouvement del'életron, de masse m, de harge (négative) q, assimilé à un osillateur har-monique de fréquene propre ω0, s'érit

m
d2−→r
dt2

= −mω2
0
−→r + qE−→ε cos (ωt− ϕ) (1.2)L'atome de Lorentz est essentiellement un dip�le lassique, de momentdipolaire −→D = q−→r , dont l'équation d'évolution s'érit don :

d2

dt2
−→
D = −ω2

0

−→
D +

q2E

m
−→ε cos (ωt− ϕ) (1.3)On herhe essentiellement le mouvement foré du dip�le sous l'e�et duhamp inident osillant de pulsation ω, et le régime transitoire vers e régimeforé. On érit don −→

D sous la forme
−→
D(t) = Re

[
D̃ (t) e−iωt−→ε

] (1.4)
D̃ (t) est l'enveloppe lentement variable du dip�le osillant, qui sera onstantedans le as du mouvement foré. On a hoisi d'utiliser une notation omplexeoù e−iωt ( et non eiωt) représente l'osillation de fréquene ω. On a don aussila notation omplexe suivante pour le hamp appliqué :

Ẽ = Eeiϕ (1.5)L'équation d'évolution de D̃ s'érit alors :
−ω2D̃ − 2iω

dD̃

dt
+
d2D̃

dt2
= −ω2

0D̃ +
q2Ẽ

m
(1.6)On va supposer que l'enveloppe D̃ (t) évolue ave une onstante de tempslongue devant la période 2π/ω0 du hamp appliqué. d2D̃

dt2
peut don êtrenégligé devant ω dD̃

dt
. Il reste :

d

dt
D̃ = i

(
ω2 − ω2

0

2ω

)
D̃ + i

q2Ẽ

2mω
(1.7)



1. LES APPROCHES PHÉNOMÉNOLOGIQUES 12Si on est prohe de résonane, ω ≅ ω0, don :
ω2 − ω2

0

2ω
= (ω − ω0)

ω + ω0

2ω
≈ ω − ω0 (1.8)L' équation d'évolution du dip�le de Lorentz s'érit don �nalement, à l'ordrele plus bas par rapport au désaord à résonane ω − ω0 :

d

dt
D̃ = i (ω − ω0) D̃ + i

q2

2mω0

Ẽ (1.9)La solution "stationnaire", 'est-à-dire forée, de ette équation s'érit :
D̃ =

q2Ẽ

2mω0(ω0 − ω)
(1.10)Considérons maintenant l'aspet énergétique de l'interation atome deLorentz-hamp. La puissane moyenne transférée de l'atome au hamp apour expression :

P = −−→
E.

−→
dD

dt
(1.11)où la barre supérieure indique une moyenne temporelle. On a don :

P = −
[
ReẼ cosωt+ ImẼ sinωt

] [
− ωReD̃ sinωt+ ωImD̃ cosωt

](1.12)
= −ω

2

(
ReẼImD̃ − ImẼReD̃

) (1.13)
= −ω

2
Im
(
D̃Ẽ∗

) (1.14)Posons
D̃ = εα̃Ẽ (1.15)où

α̃ = α̃ (ω) = α′ + iα (1.16)est la polarisabilité dynamique omplexe de l'atome. On a alors :
P = −ω

2
α′
∣∣∣Ẽ
∣∣∣
2 (1.17)Les éhanges d'énergie se font par l'intermédiaire de α′, 'est-à-dire de la par-tie de −→D qui osille en quadrature ave −→

E. Dans le as présent, le oe�ientreliant D̃ à Ẽ est réel, don P = 0. Il n'y a don pas d'éhange d'énergie :le présent modèle ne peut pas rendre ompte d'e�ets d'absorption ou d'am-pli�ation du rayonnement, seulement d'e�ets propagatifs. Il ne permet dealuler que l'indie de réfration du milieu.
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Fig. 1.1: évolution du dip�le atomique dans le adre du modèle de Lorentz1.2 E�et de l'environnement : relaxationLe modèle préédent n'était pas réaliste, ar il aboutissait pour une exi-tation résonnante (ω = ω0) à une osillation d'amplitude divergente pour ledip�le, à ause de l'absene d'amortissement. En fait :- L'atome n'est pas isolé, mais au milieu d'un grand nombre d'autres : ily a des ollisions, des hamps réés par les harges ou les dip�les voisins, il ya possibilité de ouplage aux vibrations du réseau dans le as d'un ristal ... :L'énergie d'osillation est dissipée dans le milieu extérieur, il y a relaxation.- Même isolé, l'atome est néessairement ouplé au rayonnement : l'éle-tron osillant rayonne et perd de l'énergie. Cela aboutit à une frition e�etivesur le mouvement du dip�le (réation de rayonnement). L'équation du dip�les'érit alors :

dD̃

dt
= i(ω − ω0)D̃ − γdD̃ + i

q2Ẽ

2mω0
(1.18)où la onstante d'amortissement γd est la somme d'un taux d'amortissementradiatif γrayt et d'un amortissement ollisionnel γcollision. Le alul de la puis-sane dissipée par le rayonnement dipolaire de l'életron [3℄ montre que γrayta pour expression :

γrayt =
q2

12πǫ0mc3
ω3

0 (1.19)Si on part de D̃ = 0 à l'instant équation t = 0, on a une évolution mo-notone de D̃ (voir �gure (1.1)), qui tend aux temps longs vers une solutionstationnaire, qui est la solution forée :
D̃ =

q2

2mω0

Ẽ

ω0 − ω − iγd
(1.20)



1. LES APPROCHES PHÉNOMÉNOLOGIQUES 14On a don une nouvelle expression de la polarisabilité :
α̃ =

q2

2mε0ω0

ω0 − ω + iγd

(ω0 − ω)2 + γ2
d

(1.21)On a maintenant α′ 6= 0, don P 6= 0 : La relaxation permet les éhangesd'énergie atome-hamp. D'autre part α′ > 0, don P < 0. Il ne peut y avoirqu'absorption de l'énergie du hamp, et don pas d'ampli�ation possible (pasde laser !). L'énergie du hamp ne peut qu'être irréversiblement transférée àl'environnement de l'atome. En�n on voit que D̃ est proportionnel à Ẽ : laréponse de l'atome au hamp est linéaire. Il n'y a pas de saturation, e quiest naturel pour un osillateur harmonique idéal.En omparant aux résultats expérimentaux, on onstate que e modèle"naïf" (on sait que l'életron n'est pas lié au noyau par une fore élastique,mais oulombienne) donne des résultats en bon aord ave les mesures (pourl'absorption, l'indie, la di�usion de la lumière). L'aord est même très bonquantitativement si :-on prend pour ω0 une fréquene de résonane mesurée expérimentale-ment.-on multiplie la polarisabilité par un fateur ajustable fi appelé �fored'osillateur�, et on somme les expressions de α̃ orrespondant aux di�érentesfréquenes ωi de résonane de l'atome. On a alors une expression phénomé-nologique de la polarisabilité :
α̃ =

∑

i

fi
q2

2mε0ωi

ωi − ω + iγdi

(ωi − ω)2 + γ2
di

(1.22)en très bon aord ave les mesures.2. Le modèle d'EinsteinEn 1916, la notion de photon est onnue, de même que l'atome de Bohr,ave ses niveaux stationnaires d'énergie Ei (i = a, b, ...). Bohr a aussi montréque des transitions peuvent être induites entre es niveaux par un rayonne-ment de fréquene ν = (Ea −Eb) /h. Mais les physiiens de ette époque nedisposent pas d'une théorie ohérente de l'ensemble de es phénomènes, quine viendra que dans la déennie suivante, ave l'avènement de la MéaniqueQuantique. Pour rendre ompte du rayonnement à l'équilibre thermique etdes éhanges d'énergie ave les atomes, Einstein introduit un autre modèlephénoménologique.



1. LES APPROCHES PHÉNOMÉNOLOGIQUES 152.1 Equation d'évolution des populationsOn se restreint ii au as où l'atome n'a que deux niveaux |a〉 , |b〉, nondégénérés pour simpli�er. |a〉 étant le niveau fondamental, et |b〉 un niveauexité. La fréquene de Bohr pour la transition |a〉 → |b〉 a pour expression :
ω0 =

Eb − Ea

~
(1.23)L'état de l'atome est aratérisé par les populations Na et Nb, qui sont lesprobabilités d'oupation des niveaux |a〉 et |b〉. On a don Na +Nb = 1 si lesystème est fermé.Le hamp est supposé "inohérent" (il s'agit de rendre ompte des proprié-tés du rayonnement thermique), don uniquement aratérisé par sa densitéspetrale d'énergie :

u (ν) =
dU

dν
(1.24)où U est l'énergie volumique du hamp.Les équations phénoménologiques posées par Einstein s'érivent :

dNb

dt
= −dNa

dt
= −ANb +BNau

(
ν =

ω0

2π

)
− BNbu

(
ν =

ω0

2π

) (1.25)-1) Le premier terme de ette équation d'évolution aratérise l'émissionspontanée du niveau supérieur, dont on onstate expérimentalement qu'ilpeut se désexiter même si u = 0. On peut aussi érire
A = γp (1.26)où γp est le taux de désexitation des populations, qui est, omme le taux γdintroduit dans la partie préédente, la somme d'une partie radiative γ′

rad liéeà la �uoresene de l'atome, qui émet un hamp dans toutes les diretions,et d'une partie ollisionnelle γ′

col, qui traduit les proessus de désexitationnon radiatifs, par exemple eux qui sont assistés par les vibrations du réseauristallin dans le as d'un solide. Noter qu'a priori γp et γd sont des quantitésphysiques di�érentes.-2) Le deuxième terme, proportionnel à Na, rend ompte de l'absorptionde rayonnement par l'atome, qui passe du niveau fondamental dans le niveauexité sous l'e�et du rayonnement inident.-3) Le dernier terme, proportionnel à Nb, dérit le phénomène d'émis-sion stimulée, ou induite, de rayonnement par l'atome, qui passe du niveau
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Fig. 1.2: évolution temporelle de la population de l'état exité dans le adre dumodèle d'Einsteinxexité au niveau fondamental sous l'e�et du rayonnement inident. On saitque e terme, moins intuitif à introduire phénoménologiquement, a dû êtreajouté par Einstein pour obtenir la formule de Plank du rayonnement ther-mique lorsque les populations des niveaux |a〉 et |b〉 sont donnés, à l'équilibrethermique, par la formule de Boltzmann.Si on résout ette équation d'évolution en supposant qu'à t = 0 l'atomeest non exité (Na = 1, Nb = 0), on obtient la ourbe de la �gure (1.2) : il ya évolution monotone vers un état �nal stable aratérisé par

(Nb)stat =
B

γP + 2Bu
u (1.27)- Si u est faible (u << γP/B), (Nb)stat est proportionnel à u. Il y a réponselinéaire de l'atome au hamp inident.- Si le hamp est très intense (u >> γP/B), (Nb)stat, et don aussi (Na)stat,tend vers 1

2
. Il y a saturation de la réponse à très forte intensité. On remarquequ'il n'y a jamais dans e modèle transfert total du système de l'état |a〉 versl'état |b〉.2.2 Énergie transférée de l'atome au hamp appliquéLe hamp életromagnétique appliqué a une énergie qui diminue, ou aug-mente, de la quantité ~ω0 haque fois qu'il y a une transition de |b〉 vers |a〉due aux proessus 2) ou 3). Le proessus 1), quant à lui, augmente l'éner-gie du hamp rayonné dans toutes les diretions. La puissane transférée au



1. LES APPROCHES PHÉNOMÉNOLOGIQUES 17hamp s'érit don :
P = −~ω0

(
dNb

dt

)

2),3)

= ~ω0B (Nb −Na)u
(ω0

2π

) (1.28)On voit que P < 0 si Na > Nb, e qui est le as le plus ourant, |a〉 étant leniveau fondamental. L'absorption domine dans e as, et il y a atténuationdu faiseau appliqué. Par ontre, P > 0 si Na < Nb. L'émission stimuléedomine, et il y a don ampli�ation du hamp appliqué dans le as d'uneinversion de population.En onlusion, e modèle phénoménologique s'avère être lui aussi un trèsbon modèle : Il donne bien le rayonnement thermique, pour lequel il a étédéveloppé, mais il rend aussi ompte de manière quantitative du fontionne-ment de la plupart des lasers, si l'on introduit les onstantes A et B à partirdes résultats de mesure.On onstate ependant que e modèle est inomplet, ar il ne traite pasdes phases des osillations du hamp et du dip�le atomique, qui interviennentnéessairement dans le problème, surtout quand on veut dérire un systèmeaussi ohérent qu'un laser. Ce défaut du modèle d'Einstein est parfois omblépar l'hypothèse supplémentaire introduite dans le modèle que le hamp émispar émission stimulée est en phase ave le hamp inident. On trouve mêmedans ertains ouvrages l'a�rmation que le "photon émis par émission stimu-lée est en phase ave le photon inident". Nous verrons dans le hapitre (3)que e type d'assertion, qui mêle propriétés ondulatoire et orpusulaire durayonnement, n'a auun sens préis. En�n, le lien ave le modèle préédentn'est pas établi, et on ne sait pas e qui se passe dans le as d'un hamp nonrésonnant ave la transition atomique (ω 6= ω0).3. RéapitulatifL'introdution de es deux modèles phénoménologiques, à bien des égardstrès omplémentaires, nous a permis d'introduire les paramètres importantspour l'interation matière rayonnement :- Le dip�le atomique −→D ;- Les populations Na, Nb.On a aussi vu le r�le essentiel des relaxations γd, γp dans la dynamiquedu problème, pour obtenir une évolution monotone de l'atome vers un étatstationnaire, ainsi que pour les éhanges énergétiques.



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUELes années 20 voient l'avènement de la Méanique Quantique, et ses su-ès pour expliquer en partiulier la struture atomique. Pour dérire dansle adre de ette théorie l'interation de l'atome ave un hamp életroma-gnétique imposé de l'extérieur, une première approhe onsiste à rajouterdans l'hamiltonien de l'atome les termes orrespondant à l'interation aveun hamp életromagnétique lassique.On ne fait dans ette approhe que la moitié du travail (d'où son nom,mais il faudrait plut�t parler d'approhe "semi-quantique"), puisque le hampn'est pas traité de manière quantique. Il s'avère toutefois que ette approhedonne une desription valable des phénomènes dans l'immense majorité desas et englobe, omme nous allons le voir, les deux approhes préédentes.Nous nous restreindrons dans e hapitre au omportement d'un seulatome. Nous traiterons dans le hapitre 6 le as d'une assemblée d'atomes.1. Atome isoléOn va dans un premier temps négliger toute interation de l'atome avel'extérieur autre qu'ave le hamp appliqué.1.1 Hamiltonien d'interation (rappels)On trouvera dans la référene [12℄, et dans une moindre mesure [3℄, unexposé détaillé sur les hamiltoniens suseptibles de dérire l'interation entreun atome quantique et un hamp lassique. Nous allons ii rappeler quelquesrésultats qui nous seront utiles par la suite.En présene d'un hamp életromagnétique lassique dérit par les po-tentiels veteur −→
A (−→r , t) et salaire U (−→r , t), un hamiltonien possible pourl'életron s'érit :
Ĥ =

1

2m

(−̂→p − q
−→
A
(−̂→r , t

))2

+ qU
(−̂→r , t

) (2.1)



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 19Ce hamiltonien est orret pour tout hoix de jauge. Il redonne l'équation deLorentz de la fore moyenne. Il faut prendre garde que, dans ette approhe,la vitesse de l'életron en présene de −→
A n'est plus −→v = −→p /m, mais −→v =(−→p − q

−→
A
)
/m.Si on se plae en jauge de Coulomb :

div
−→
A = 0 (2.2)dans laquelle le potentiel veteur −→A est réduit à sa "partie transverse" (pluspréisément transverse dans l'espae de Fourier) −→A⊥, le hamp de rayonne-ment est dérit totalement par son potentiel veteur −→A⊥, par les formules

−→
E = −

−−→
∂A⊥
∂t

,
−→
B =

−→
rot

−→
A⊥ (2.3)

qU est alors uniquement le terme d'énergie oulombienne életrostatique
V (r̂) réé par le oeur de l'atome. D'où :

Ĥ =
1

2m

(−̂→p − q
−→
A⊥

)2

+ V
(−̂→r

)
= Ĥat −

q

m
−̂→p .−→A⊥ +

q2

2m

−→
A2

⊥ (2.4)On a en e�et −̂→p .−→A⊥ =
−→
A⊥.

−̂→p :
[
p̂i, Âi

]
=

~

i
∂iÂi ⇒ −̂→p .−→A⊥ −−→

A⊥.
−̂→p =

~

i
div

−→
A⊥ = 0 (2.5)C'est l'hamiltonien dénommé ”

−→
A.−→p ”. Noter qu'−→A⊥ n'est un opérateur quan-tique que pare qu'on a remplaé dans son expression la variable de position

−→r par l'opérateur −̂→r . Ĥat est l'hamiltonien atomique, dont les valeurs propressont les énergies de l'atome onsidéré.Dans le as d'un rayonnement visible, IR, ou miro-onde, on peut souventfaire une simpli�ation supplémentaire : 'est l'approximation dipolaire oudes grandes longueurs d'onde. En e�et, dans e as on a 〈 λ ≫ 〈−→r 〉, et onpeut don remplaer −→
A⊥

(−̂→r
) par −→

A⊥(−→r n) (−→r n est la position du noyaude l'atome, supposé dans tout e ours immobile). Le dernier terme �gurantdans Ĥ, qui est du seond ordre en −→
A⊥, est alors une simple onstante. Ilreste :

Ĥ ′ = Ĥat −
q

m

−→
A⊥ (−→r n) .−̂→p (2.6)



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 20Par hangement de jauge, on peut alors se ramener à un autre hamiltonien :
Ĥ ′′ = Ĥat − q−̂→r .−→E (−→r n, t) = Ĥat − −̂→

D.
−→
E (−→r n, t) (2.7)où −̂→

D est l'opérateur dipolaire életrique, −̂→D = q−̂→r . C'est l'hamiltonien dipo-laire életrique, ou ”
−→
E .

−→
D”, que nous utiliserons essentiellement dans la suite.Il montre que l'interation matière rayonnement se fait à ette approxima-tion par l'intermédiaire du dip�le életrique. Notons en�n que e hamiltonienn'est valable que si on néglige les e�ets liés au spin de l'életron. Sinon il fautrajouter un terme d'énergie magnétique en − q

m
Ŝ.
−→
B (−→r n, t).Si l'approximation des grandes longueurs d'onde n'est pas valable, denouveaux termes s'introduisent, ouplant d'autres grandeurs aratéristiquesde l'atome aux dérivées suessives des hamps életriques et magnétiques :'est le "développement multipolaire" (voir ref (1)).1.2 Approximation du système à 2 niveaux ; veteur de Bloh

Ĥat a pour états propres les états disrets |a〉 , |b〉 , ...,, d'énergies Ea, Eb, ...,et le ontinuum |E〉. L'état atomique le plus général s'érit don :
|Ψ〉 =

∑

i=a,b,...

ci(t)e
−iEit/~ |i〉 +

∫
c (E) (t)e−iEt/~ |E〉 dE (2.8)Les oe�ients de la déomposition sont érits sous la forme ci(t)e−iEit/~ pourque le oe�ient ci(t) soit onstant en l'absene d'interation ave le hampappliqué ("représentation d'interation"). L'espae de Hilbert des états ato-miques est de dimension in�nie, et di�ile à manipuler. Le problème se sim-pli�e si on suppose le hamp appliqué −→E = E−→ε cos (ωt− ϕ) quasi-résonnantsur la seule transition |a〉 → |b〉 (de fréquene de Bohr ω0). La fontion d'ondese déompose alors uniquement sur les deux niveaux |a〉 et |b〉, et tous lesautres niveaux peuvent être ignorés :

|Ψ〉 ≈ ca (t) e−iEat/~ |a〉 + cb (t) e−iEbt/~ |b〉 (2.9)On appellera ω0 la fréquene de Bohr assoiée à ette transition :
~ω0 = Eb − Ea (2.10)Il est ommode de dérire le système à deux niveaux par un nouvel objetmathématique, le veteur de Bloh ~U (�gure (2.1). Il permet d'utiliser des
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Fig. 2.1: Veteur de Bloh d'un système à deux niveauxreprésentations géométriques qui permettent de simpli�er la desription desphénomènes. Ce veteur est dé�ni par :
~U =< ~̂s >=

1

2
< ~σ > (2.11)où ~σ est l'opérateur vetoriel dont les trois omposantes sont les trois matriesde Pauli1 qui s'érivent sur la base |a〉 , |b〉 :

σx =

[
0 1
1 0

]
σy =

[
0 −i
i 0

]
σz =

[
1 0
0 −1

] (2.12)
~̂s = 1

2
~σ est un veteur qui a les propriétés d'un moment inétique 1/2. Leveteur de Bloh est don la valeur moyenne du "spin �tif" assoié au sys-tème à deux niveaux. Ce spin �tif devient un "vrai spin" lorsque le systèmeà deux niveaux est onstitué par les deux sous-niveaux Zeeman m = ±1/2d'un spin 1/2, et la transition entre es deux niveaux sous l'e�et d'un hampmagnétique osillant s'appelle alors résonane magnétique, phénomène qui a1 Rappelons quelques propriétés des matries de Pauli σi (i =, y, z) qui pourront nousêtre utiles : σ2

i = 1, Trσi = 0, σiσj = −σjσi = iσk pour toute permutation (i, j, k) paire.



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 22fait, et fait toujours, l'objet de reherhes approfondies, à la fois sur le planfondamental et appliqué.Il est utile d'introduire les opérateurs ŝ+ et ŝ− de "montée" et de "des-ente" dans l'éhelle des niveaux :
ŝ± = ŝx ± iŝy (2.13)qui s'érivent aussi :

ŝ+ =

[
0 0
1 0

]
= |b〉〈a| ŝ− =

[
0 1
0 0

]
= (ŝ+)† = |a〉〈b| (2.14)Si le système à deux niveaux est dérit de manière générale par la fontiond'onde

|Ψ〉 = cos
1

2
θ |a〉 + sin

1

2
θeiφ |b〉 (2.15)le veteur de Bloh a pour oordonnées les quantités Ux, Uy, Uz telles que

Ux + iUy =
1

2
sinθeiφ (2.16)

Uz =
1

2
cosθ (2.17)Il a toujours pour longueur 1/2. Son extrémité P se trouve don sur unesphère de rayon 1/2, appelée "sphère de Bloh". Ses oordonnées polairessont les angles θ et φ.En l'absene de toute interation, l'évolution temporelle se traduit par unsimple fateur de phase e−iω0t dans le oe�ient de |b〉, 'est-à dire par unevariation du paramètre φ : φ(t) = φ− ω0t. Le veteur de Bloh tourne donextrêmement rapidement autour de Oz, à la vitesse angulaire ω0.1.3 qubits et quregistresUn système lassique à deux états a b, omme elui d'une mémoire d'or-dinateur (un bit, ou "-bit"), se trouve soit en a (bit 0), soit en b (bit 1).L'informatique atuelle est basée sur la manipulation de "-registres", for-més d'un très grand nombre de -bits, omme par exemple (0, 0, 1, 1, 0, 1..),et onnetés par des opérations logiques simples et séquentielles .Un système quantique à deux états a beauoup plus de possibilités qu'unsystème lassique à deux états. Il peut-être "à la fois" dans les deux états,



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 23lorsqu'il se trouve dans une superposition |Ψbit〉 = α |0〉 + β |1〉. Il s'agitd'un "qubit", dont l'évolution obéit aux règles de la méanique quantique.La variété est enore plus grande lorsqu'on onsidère les "quregistres" formésde N qubits, et la possibilité de manipuler des ombinaisons linéaires de type
|Ψreg〉 =

∑
αi |0, 0, 1, 1, 0, 1..〉, où la somme s'étend sur tous les nombresbinaires omme 001101 variant entre 0 et 2N .La manipulation d'un très grand nombre de qubits et les opérations sus-eptibles de onneter les quregistres, font l'objet d'un domaine en dévelop-pement rapide à l'heure atuelle, elui du traitement quantique de l'informa-tion, ou "informatique quantique" (quantum omputing). On a pu montrerque ette nouvelle informatique avait un grand intérêt dans les problèmesde "hoix", où il faut faire un grand nombre d'essais au hasard pour trou-ver la solution (trouver un élément partiulier dans une liste, fatoriser ungrand nombre). En informatique lassique, on essaie suessivement toutesles valeurs possibles pour un -registre de N -bits. En informatique quan-tique, on essaie des quregistres, don des états quantiques du type |Ψreg〉, quiontiennent "à la fois" toutes les valeurs possibles des registres lassiques.On a montré théoriquement qu'on a des proédures plus rapides ave desq-registres qu'ave des -registres, lorsque N est très grand.Mais la réalisation pratique d'un tel dispositif se heurte à un problèmemajeur : les ohérenes quantiques sont d'autant plus fragiles que N est grand.Elles relaxent très vite vers 0, et les q-registres se muent alors en superposi-tions statistiques "ordinaires " de -registres. Le hemin est don enore trèslong qui mène à l'ordinateur quantique ave N grand.1.4 Hamiltonien dipolaire életrique pour le système à deux niveauxL'hamiltonien atomique du système à deux niveaux s'érit sous la formed'une matrie 2 × 2 diagonale :

Ĥat =

[
Ea 0
0 Eb

]
=

[ 0 00 ~ω0

] (2.18)alors que l'opérateur dipolaire életrique s'érit a priori
−̂→
D =

[ −→
daa

−→
dab−→

d∗ab

−→
dbb

] (2.19)



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 24Dans tout état stationnaire d'un atome 〈i| −̂→D |i〉 =
−→
0 , ar il n'y a pas dediretion privilégiée (le système est invariant par rotation). On a alors −→daa =−→

dbb =
−→
0 . Dans la suite on supposera −→

dab réel pour simpli�er.Si l'atome est mis en présene d'un hamp életrique
~E = E~εcos(ωt+ φ) = ~εRe(Ẽe−iωt) Ẽ = Ee−iφ (2.20)l'hamiltonien total s'érit, à l'approximation dipolaire életrique :
Ĥ =

[ 0 00 ~ω0

]
−
[ 0 dd 0 ]E cos (ωt+ ϕ) (2.21)ave

d =
−→
dab.

−→ε (2.22)que l'on peut aussi érire :
Ĥ = ~ω0|b >< b| − dE cos (ωt+ ϕ) (|a >< b| + |b >< a|) (2.23)

= ~ω0(
1

2
− ŝz) − dE cos (ωt+ ϕ) (ŝ+ + ŝ−) (2.24)1.5 Hamiltonien séulaireLa première étape pour simpli�er le problème onsiste à passer dans le"référentiel tournant foré", 'est-à-dire à faire subir au veteur d'état dé-rivant le système la transformation unitaire Ûf = exp (iωt|b〉〈b|). Dans lerepère du veteur de Bloh, il s'agit d'une rotation autour de Oz d'un angle

−ωt. L'équation d'évolution du veteur d'état transformé |ψ̃〉 = Ûf |ψ〉 s'éritalors :
i~
d

dt
|ψ̃〉 = −~ω0|b >< b||ψ̃〉 + ÛfĤÛ

†
f |ψ̃〉 (2.25)

=
[
−~(ω − ω0)|b >< b| − dE cos (ωt+ ϕ)

(
ŝ+e

iωt + ŝ−e
−iωt
)]

|ψ̃〉En e�et, en utilisant la relation simple à démontrer : exp (iωt|b〉〈b|) = 1 +
(eiωt−1)|b〉〈b|, on trouve que exp (iωt|b〉〈b|) |b〉〈a|exp (−iωt|b〉〈b|) = |b〉〈a|eiωtL'approximation séulaire onsiste à ne garder dans le nouvel hamiltonienque les termes statiques, dont les e�ets s'aumulent au ours de l'évolution,alors que les autres termes, osillant rapidement à la fréquene 2ω, ont des



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 25e�ets qui se moyennent à zéro en première approximation (on verra plus loinl'erreur faire lorsqu'on e�etue une telle approximation). On a alors :
i~
d

dt
|ψ̃〉 = Ĥsec|ψ̃〉 (2.26)ave le Hamiltonien séulaire donné par :

Ĥsec = ~δ(ŝz −
1

2
) +

1

2
~ΩR

(
ŝ+e

−iφ + ŝ−e
iφ
) (2.27)

= ~δ(ŝz −
1

2
) + ~ΩR (ŝx cosφ+ ŝy sinφ) (2.28)où l'on a posé ΩR = −dE/~ ("pulsation de Rabi") et δ = ω − ω0.1.6 Evolution du systèmeOn a maintenant un hamiltonien indépendant du temps, et don unerésolution immédiate de l'équation de Shr�dinger :

|ψ̃(t)〉 = exp
(
−iĤsect/~

)
|ψ̃(0)〉 (2.29)Mis à part le terme de phase eiδt/2 l'opérateur d'évolution exp(−iĤsect/~

)est une rotation dans l'espae du veteur de Bloh "foré" (�gure 2.2), ar leHamiltonien séulaire est linéaire par rapport aux omposantes de l'opérateurmoment inétique. Le veteur de rotation ~Ω dans et espae (qui rappelons-le,tourne à la fréquene ω autour de Oz) a pour omposantes :
Ωx = ΩR cosφ Ωy = ΩR sinφ Ωz = δ (2.30)Il y a don préession du veteur de Bloh autour de la diretion de ~Ω d'unangle |~Ω|t, ave

|~Ω| =
√

Ω2
R + δ2 (2.31)On a représenté sur la �gure (2.3) l'évolution temporelle de la popula-tion du niveau exité Nb et de la quantité ImD̃ lorsque le système est dansl'état fondamental |a〉 à l'instant t = 0, à résonane exate (δ = 0) et ave

φ = 0. On voit que le système présente un omportement osillant sur esdeux observables (deux fois plus rapide sur la ohérene que sur la popula-tion) : e sont les osillations de Rabi. Remarquons qu'il n'y a pas de régime
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Fig. 2.2: Évolution du veteur de Bloh dans le repère tournant à la fréquene ωdans le as résonnant (a) et non-résonnant (b)stationnaire atteint, et que ImD̃, qui est proportionnel, et de signe opposé,à la puissane transférée de l'atome au hamp, hange de signe toutes lesdemies périodes de Rabi : le transfert énergétique se fait alternativement desatomes vers le hamp et du hamp vers les atomes.2. E�et de l'environnement : équations de BlohIl faut maintenant tenir ompte de l'environnement : l'atome fait nées-sairement partie d'un système plus gros, à ause de son ouplage aux autresatomes et au hamp de rayonnement.2.1 Matrie densitéSi l'on s'intéresse à l'évolution de l'atome seulement, on sait qu'on nepeut plus le dérire en termes de fontion d'onde et qu'il faut utiliser lamatrie densité ρ. Dans le as présent où on ne s'intéresse qu'à un systèmeà 2 niveaux, ρ est une matrie 2 × 2 :
[
ρaa ρ∗ba
ρba ρbb

] (2.32)ave ρaa + ρbb = 1. ρaa = Na et ρbb = Nb sont les populations des deuxniveaux, que nous avons renontrées dans le modèle d'Einstein. ρba est la
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t
0

1
Nb

ImDFig. 2.3: Évolution de la population Nb et du dip�le atomique en l'absene derelaxation (as résonnant)"ohérene", qui est diretement relié au dip�le :
〈
−̂→
D

〉
= Trρ

−̂→
D = Re

(
2
−→
d ρba

) (2.33)
2
−→
d ρba est le don le dip�le omplexe, et 2

−→
d ρ̃ba = 2

−→
d ρbae

iωt est l'enveloppe
D̃ lentement variable de e dip�le introduite à propos du modèle de Lorentz.On voit don que parmi les paramètres qui dérivent l'état de l'atome, Lo-rentz ne s'est en quelque sorte intéressé qu'aux ohérenes et Einstein qu'auxpopulations.Le veteur de Bloh s'érit maintenant :

~U = Trρ~̂s (2.34)Il est faile de voir que l'on a :
Ux + iUy = ρba (2.35)

Uz =
1

2
(ρbb − ρaa) (2.36)La projetion du veteur de Bloh sur l'axe Oz est, à un fateur 1/2 près,l'inversion de population sur la transition onsidérée, tandis que sa projetionsur le plan xOy donne l'a�xe de la ohérene omplexe ρba. Lorsque elle-i est non nulle, le veteur de Bloh n'est pas aligné sur l'axe 0z, il y a



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 28de la ohérene quantique dans le système atomique : l'atome est dans unesuperposition de l'état inférieur et de l'état supérieur qui n'est pas une simplesuperposition statistique. Un tel état est un objet quantique intéressant, unpeu di�ile à imaginer, qui possède un dipole moyen, alors que ni |a〉, ni
|b〉 n'en ont. On peut s'en faire une idée à l'aide d'un autre problème dedimension 2, elui de la polarisation de la lumière. L'analogue du veteur deBloh est la sphère de Poinaré : un état pur orrespond à une polarisationparfaitement déterminée (irulaire pour un point représentatif sur l'axe Oz,retiligne s'il est dans le plan xOy), un as non pur à une polarisation dite"partielle". La lumière naturelle, non polarisée, est représentée par l'originedes oordonnées. L'existene d'une ohérene orrespond à l'existene d'uneertaine proportion de polarisation retiligne dans l'état de la lumière.L'évolution spontanée, 'est-à-dire en l'absene d'interation ave touthamp, de la matrie densité est ρba(t) = ρba (0) e−iω0t, les populations restantonstantes. Pour le veteur de Bloh, il s'agit d'une rotation autour de l'axe
Oz.Le veteur de Bloh permet d'érire la matrie densité sous la forme :

ρ =
1

2
I + ~U · σ̂ (2.37)On en déduit :

|~U |2 =
1

2
(Trρ2 − 1

2
) (2.38)Il en résulte que |~U |2 ≤ 1

4
: le point P est don à l'intérieur de la sphère deBloh dans le as général. La quantité Trρ2, appelée pureté de l'état, permetdon d'évaluer si le système est dans un as pur (Trρ2 = 1), desriptible plussimplement par un veteur d'état, ou dans un mélange statistique (Trρ2 < 1).Sa valeur minimale est dans le as présent 1/2, lorsque le veteur de Blohest le veteur nul. Un tel veteur de Bloh dérit un mélange statistiqueéquiréparti des deux états atomiques.Considérons deux matries densités di�érentes ρ1 et ρ2 dérites par lesveteurs de Bloh ~U1 et ~U2. A partir de l'expression préédente, il est failede voir que l'on a pour le reouvrement de es deux états Trρ1ρ2 :

Trρ1ρ2 = 2

(
1

4
+ ~U1 · ~U2

) (2.39)Il n'est nul que si les deux veteurs ont pour longueur 1/2 et pointent dansdes diretions opposées, orrespondant à deux états purs orthogonaux.



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 292.2 Evolution de la matrie densité sous l'e�et du seul hampDans le référentiel tournant foré (tournant à la fréquene ω), les ompo-santes de la matrie densité ρ̃ s'érivent :
ρ̃ba = ρbae

iωt ρ̃aa = ρaa ρ̃bb = ρbb (2.40)de sorte que 2dρ̃ba = D̃.Sous l'e�et du seul hamp et en l'absene de relaxation, ρ̃ évolue selonl'équation suivante à l'approximation séulaire vue dans le paragraphe pré-édent :
d

dt
ρ̃ =

1

i~

[
Ĥsec, ρ̃

] (2.41)e qui donne pour les omposantes :
d

dt
ρbb = − d

dt
ρaa +

d

~
Im(ρ̃baẼ

∗) (2.42)
d

dt
ρ̃ba = iδρ̃ba − i

d

2~
Ẽ (ρbb − ρaa) (2.43)La première équation montre que, lorsque φ = 0, les transferts de popu-lation, don les éhanges énergétiques, sont proportionnels à la partie imagi-naire du dip�le omplexe, qu'on avait déjà vu par une autre approhe dansle premier hapitre. La deuxième montre que l'évolution de la ohérene estliée à la di�érene des populations : l'interation matière-rayonnement estdon essentiellement un ouplage mutuel entre dip�le et populations.La résolution de es équations redonne évidemment les osillations deRabi, puisque pour le moment nous n'avons fait que rérire en termes dematrie densité l'équation de Shrödinger de la setion préédente. Il fautmaintenant rajouter l'e�et de la relaxation.2.3 Evolution en présene de relaxationLe système atome+environnement est isolé, don hamiltonien. La matriedensité ρtot qui le dérit obéit à l'équation :

i~
d

dt
ρtot =

[
ĤA + ĤR + ĤAR, ρtot

] (2.44)
ĤA est l'hamiltonien de l'atome en interation ave le hamp, que nous venonsde onsidérer, ĤR est l'hamiltonien de l'environnement ou "réservoir" (ou



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 30"bain"), ĤAR dérit leur ouplage. On ne s'intéresse qu'à la matrie densitéréduite, obtenue après trae partielle sur les variables du réservoir, ρA =
TrRρtot. La théorie de la relaxation montre que l'équation pour ρA se metsous la forme :

d

dt
ρA =

1

i~

[
ĤA, ρA

]
+ LR (ρA) (2.45)où LR est un opérateur de relaxation agissant sur ρA, et qui ne peut passe mettre sous la forme d'un ommutateur. Moyennant ertaines approxima-tions et hypothèses sur le réservoir, et en supposant que le niveau |a〉 estfondamental, on montre qu'on peut érire :

d

dt
ρbb =

1

i~

([
ĤA, ρA

])
bb
− γpρbb (2.46)

d

dt
ρba =

1

i~

([
ĤA, ρA

])
ba
− γdρba (2.47)On a toujours ρaa = 1− ρbb, ar le système formé des niveaux |a〉 et |b〉 restetoujours fermé, même en présene de relaxation. On retrouve les taux de re-laxation des populations (γp) et de la ohérene ou du dip�le (γd) qui avaientété introduits respetivement dans les modèles d'Einstein et de Lorentz. Lathéorie de la relaxation nous permet de les aluler si l'on onnaît la forme del'interation ave l'environnement. Une notation souvent utilisée, notammenten théorie de la résonane magnétique, onsiste à érire :

γp =
1

T1

γd =
1

T2

(2.48)
T1 est la durée de vie de la population, T2 la durée de vie de la ohérene oudu dip�le.- Si l'atome est isolé, ou s'il est dans un milieu extrêmement dilué, le seulouplage de l'atome ave son environnement est elui lié au rayonnement(émission spontanée). On étudiera en détail e phénomène dans le hapitre5, une fois onnue la quanti�ation du rayonnement. En dépit de l'originequantique du phénomène, son e�et sur l'atome seul peut être pris en omptedans les équations semi-lassiques. On montre qu'on a alors :

γp = Γsp γd =
Γsp

2
(2.49)où Γsp est le taux d'émission spontanée que nous alulerons dans le hapitre5.



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 31- Si le milieu est dense, il faut tenir ompte de l'e�et des ollisions, de l'in-teration ave les phonons du réseau, et... . La relaxation est alors beauoupplus rapide et on a dans la plupart des as :
γd ≫ γp (2.50)La relaxation d'un dip�le est beauoup plus rapide que elle d'une popula-tion. Il est en e�et beauoup plus faile de brouiller une phase (e qui aboutità détruire le dip�le, ou la ohérene) que de modi�er une énergie (néessairepour détruire la population).2.4 Équations de Bloh (as d'une transition entre niveau fondamental etniveau exité)Les équations d'évolution du système à deux niveaux soumis à une ondequasi-résonnante en présene de relaxation s'érivent don :

d

dt
ρbb = −γpρbb +

d

~
Im(ρ̃baẼ

∗) (2.51)
d

dt
ρ̃ba = (iδ − γd) ρ̃ba − i

d

2~
Ẽ (ρbb − ρaa) (2.52)que l'on peut aussi érire en termes de populations Na, Nb et de dip�leomplexe D̃ = 2dρ̃ba :

d

dt
Nb = −γpNb +

1

2~
Im(D̃Ẽ∗) (2.53)

d

dt
D̃ = (iδ − γd) D̃ − i

d2Ẽ

~
(Nb −Na) (2.54)Ces deux ensembles d'équation sont les équations de Bloh optiques, quisont très importantes ar elles permettent de résoudre un très grand nombrede problèmes en optique quantique. Nous en verrons quelques exemples dansla suite. Remarquons que e sont des équations du premier ordre.2.5 Cas d'un système peu exitéSi l'exitation est faible Nb ≈ 0, don Na ≈ 1, et Nb − Na ≈ −1. On aalors :

d

dt
D̃ = (iδ − γd) D̃ + if

q2

2mω0
Ẽ (2.55)



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 32ave :
f =

2mω0d
2

q2~
(2.56)Cette quantité sans dimension est la fore d'osillateur. On retrouve bien,à ette onstante multipliative près, l'équation d'évolution du dip�le intro-duite par Lorentz. Le modèle de Lorentz s'applique don bien aux situationsoù l'atome est exité par une lumière de faible intensité, omme elle d'unelampe lassique (thermique ou à déharge). Notons qu'il y a analogie entre leséquations d'évolution d'un atome faiblement exité et elles d'un osillateurharmonique, mais pas entre les phénomènes : l'életron n'est pas élastique-ment lié dans un atome, puisque la fore de liaison varie en 1/r2 et pas en −~r,mais il s'avère que l'"élastique" (l'osillateur harmonique lassique) est l'objetlassique qui a le omportement le plus "quantique". Assimiler un système,quel qu'il soit, à un osillateur harmonique lassique est ainsi un premier pasvers la desription quantique de e système. La théorie semi-lassique permetdon d'établir sur des bases solides le modèle phénoménologique de Lorentz.Notons qu'en outre, il permet de aluler la population de l'état exité dansle régime de faible exitation.2.6 Evolution du système à partir de l'état fondamental dans le as généralLorsqu'on résout numériquement les équations de Bloh, on obtient lesourbes de la �gure (2.4). On observe sur elles-i des osillations (analogueà elle de Rabi) qui s'amortissent et aboutissent à un état stationnaire. Cesosillations ne permettent plus d'atteindre ave une probabilité unité le ni-veau exité. Lorsque γd roît, l'évolution devient monotone et la variationdes populations ressemble de plus en plus à elle prévue par Einstein. On vadon s'intéresser plus en détail à e as limite.2.7 Régime de fort amortissement du dip�leDans l'équation du dip�le, les termes d

dt
D̃ et γdD̃ interviennent au mêmeniveau. Dans le régime de fort amortissement, on va négliger d

dt
D̃ devant

γdD̃. On obtient alors une équation algébrique pour D̃ au lieu d'une équationdi�érentielle, qui permet de aluler la valeur à tout instant de D̃(t) :
D̃(t) =

i

γd − iδ

d2Ẽ

~
(Na(t) −Nb(t)) (2.57)
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Fig. 2.4: Evolution de la population Nb et du dip�le atomique pour di�érents amor-tissements du dip�le : (a) γd = γp/2 (as de l'émission spontanée) ; (b)
γd = 2γp ; ()γd = 15γp (milieu dense)



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 34Cette expression est valable si D̃(t) donné par ette équation, et don aussil'inversion de populationNa−Nb, évoluent lentement sur une éhelle de temps
(γd)

−1. Dans ette situation, La variable à relaxation rapide (le dip�le) suitadiabatiquement l'évolution temporelle de la variable à relaxation lente (lespopulations). Si on introduit ette valeur de D̃ dans l'équation de Nb, onobtient une équation di�érentielle pour les seules variables "lentes" Na et
Nb. On dit qu'on a "éliminé adiabatiquement la variable à amortissementrapide". On obtient alors :

d

dt
Nb = −γpNb +

d2E2

2~2
(Na −Nb)

γd

δ2 + γ2
d

(2.58)Il s'agit d'une équation du premier ordre qui relie uniquement les variables"énergétiques" du problème, 'est-à-dire les populations atomiques et le arrédu hamp, E2 = |Ẽ|2, proportionnel à la densité énergétique
U =

1

2
ε0E

2 (2.59)On onstate qu'à ette approximation les phases ont disparu du problème.On retrouve ainsi des équations prohes de elles du modèle d'Einstein. Ellesne s'appliquent toutefois pas du tout à la même situation, puisque l'équa-tion que nous venons de dériver onerne l'interation d'un atome ave unhamp monohromatique, et pas ave un hamp à spetre large omme lerayonnement thermique.Notons �nalement que la présente approhe donne en outre la valeur dudip�le atomique, qui s'exprime en fontion de la di�érene des populationspar l'expression donnée au début de e paragraphe.2.8 Généralisation des équations de BlohLes équations de Bloh s'appliquent aussi au as où le système atomiquen'est pas fermé, omme le as de deux niveaux exités par exemple (e sys-tème est évidemment important lorsqu'on étudie les lasers) : il faut alorsintroduire les taux de remplissage représentant le proessus de pompage in-ohérent des niveaux a et b à partir du niveau fondamental, Λa et Λb, et lestaux de départ vers les autres niveaux : γb est le taux de départ du niveausupérieur vers tous les niveaux d'énergie inférieure sauf a (il faut don ra-jouter γp pour trouver le taux total de désexitation de e niveau), et γa est



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 35le taux de départ du niveau inférieur de la transition vers tous les niveauxd'énergie inférieure. On obtient alors le système d'équations :
d

dt
ρbb = Λb − γbρbb − γpρbb +

d

~
Im(ρ̃baẼ

∗) (2.60)
d

dt
ρaa = Λa − γaρaa + γpρbb −

d

~
Im(ρ̃baẼ

∗) (2.61)
d

dt
ρ̃ba = (iδ − γd) ρ̃ba − i

d

2~
Ẽ (ρbb − ρaa) (2.62)Il faut prendre garde que le système n'est plus fermé, et que la somme desdeux populations n'est plus une onstante.Les équations de Bloh se généralisent aisément au as où il y a plus dedeux niveaux : il faut alors introduire les taux de relaxation et de pompagede haune des populations et de haune des ohérenes. Nous en verronsun exemple dans le hapitre sur les systèmes à trois niveaux.3. Interation ave un hamp non monohromatique3.1 Soures lumineuses stationnaires à spetre largeLa plupart des soures lumineuses ont un spetre large. Si le hampqu'elles émettent était ertain, sa dépendane temporelle, transformée deFourier de la répartition spetrale, aurait l'allure d'une impulsion lumineuse.On onstate expérimentalement que e sont des soures non pulsées, maisstationnaires, e qui implique qu'elles émettent, non pas un hamp ertain,mais une superposition statistique de hamps (par exemple des trains d'ondeémis aléatoirement par haun des atomes de la soure, voir �gure (2.4)). Onpeut alors érire pour un tirage au sort donné :

E = Re
[
Ẽ(t)e−iωt

] (2.63)où ω est la fréquene entrale d'émission de la soure, et Ẽ(t) un hamp aléa-toire dont les aratéristiques varient d'un tirage à l'autre et dont le spetrede Fourier ne ontient que des omposantes de fréquene faible par rapport à
ω. C'est par exemple le hamp formé par la superposition de très nombreuxtrains d'ondes exponentiels d'amplitude initiale et de onstante d'amortis-sement �xes, mais ommençant à des instants aléatoires (�gure (2.5)), qui
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Ẽ(t) =

∑

i

Ẽi(t) (2.64)
t > ti : Ẽi(t) = E0e

iωtie−(t−ti)/Tc t < ti Ẽi(t) = 0 (2.65)où les instants ti sont aléatoires.

Fig. 2.5: allure du hamp émis par une soure stationnaire émettant des trainsd'ondes amortis à des instants aléatoiresD'une manière générale, on dé�nit la fontion de orrélation du hampomplexe Ẽ(t)par :
ΓẼ(t− t′) = Ẽ∗(t)Ẽ(t′) (2.66)où la barre située au dessus de Ẽ(t)Ẽ∗(t′) indique une moyenne sur l'en-semble statistique dérivant l'aspet aléatoire de la soure (qu'on assimilerasouvent à une moyenne temporelle). Dans le as partiulier des trains d'ondeexponentiellement amortis, ΓẼ(τ) vaut :
ΓẼ(τ) =

1

2
E2

0NTce
−|τ |/Tc (2.67)où N est le nombre moyen d'impulsions par unité de temps.De manière générale la fontion de orrélation du hamp est une fontiondont le module est pair et qui déroît à partir de τ = 0 et tend vers zéroaux temps longs sur un intervalle de temps de l'ordre de Tc, appelé temps deorrélation du hamp.



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 37D'après le théorème de Wiener-Khinthine, la transformée de Fourier de lafontion de orrélation du hamp n'est autre que la densité spetrale SẼ(ω) dela quantité ∣∣∣Ẽ(t)
∣∣∣
2, que l'on mesure par exemple à l'aide d'un spetromètre :

SẼ(ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dτΓẼ(τ)eiωτ (2.68)Dans l'exemple des trains d'onde exponentiels, la densité spetrale a la formed'une Lorentzienne de largeur 2/Tc :

SẼ(ω) =
NE2

0

π

1

ω2 + (1/Tc)2
(2.69)D'une manière générale, la largeur spetrale ∆ω de la soure est liée àson temps de orrélation Tc par la relation de Fourier :

∆ω Tc ≃ 1 (2.70)3.2 Evolution de l'atome en présene du hamp aléatoireL'évolution de la ohérene érite dans le référentiel "foré" à la fréquenemoyenne du hamp ω, ρ̃ba = ρbae
iωt, en présene du hamp à large spetreest donnée, à l'approximation séulaire, par :

d

dt
ρ̃ba = −[γd + i (ω − ω0)]ρ̃ba − i

d

2~
Ẽ(t) (ρbb − ρaa) (2.71)En e�et, l'utilisation de l'approximation séulaire n'est pas restreinte au asd'un hamp stritement monohromatique. Il su�t qu'on puisse l'appliquerpour toutes les omposantes spetrales de la soure. La solution de etteéquation ave omme ondition initiale ρba(0) = 0 est :

ρ̃ba(t) = − id

2~

∫ t

0

Ẽ(t′) (ρbb − ρaa) (t′)e(iδ−γd)(t−t′)dt′ (2.72)ave δ = ω − ω0. On reporte ensuite ette expression de ρ̃ba(t) dans l'équa-tion de Bloh pour les populations et on e�etue la moyenne sur l'ensemblestatistique. On obtient alors :
d

dt
ρbb = −γpρbb −

d2

4~2

[∫ t

0

dt′Ẽ∗(t)Ẽ(t′)e[iδ−γd](t−t′) (ρbb − ρaa) (t′) + c.c.

]

= −γpρbb −
d2

4~2

[∫ t

0

dτe(iδ−γd)τΓẼ (τ) (ρbb − ρaa) (t− τ) + c.c.

](2.73)



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 38où τ = t− t′.Dans ette expression, l'intégrand est pratiquement nul pour toutes lesvaleurs de τ grandes devant Tc. On suppose maintenant :1) que ρbb − ρaa varie lentement sur l'éhelle de temps Tc. On peut alorsremplaer (ρbb − ρaa) (t−τ) par (ρbb − ρaa) (t), qui sort de l'intégrale (il faudravéri�er ultérieurement ette hypothèse). Cela implique en partiulier que letemps de relaxation de la population γ−1
p est grand devant Tc. Cette approxi-mation est quali�ée d'approximation de mémoire ourte, ou approximationde Markov.2) qu'on ne s'intéresse qu'à des temps t≫ Tc. L'intégrand est alors prati-quement nul entre t et +∞, et on peut étendre la borne de l'intégrale jusqu'à

+∞ sans hanger sa valeur.En utilisant es deux approximations, on obtient pour les populationsune équation di�érentielle linéaire à oe�ients onstants pour les seulespopulations prises à l'instant t.
d

dt
ρbb = −γpρbb + C (ρaa − ρbb) (2.74)
C =

d2

4~2

∫ +∞

−∞
dτeiδτ−γd|τ |ΓẼ (τ) (2.75)Dans le as où le taux de relaxation du dip�le γd est négligeable devantla largeur spetrale de la soure, e−γd|τ | ≃ 1, et l'intégrale est pratiquementégale à 2πSẼ

(
δ
), don proportionnelle à la densité spetrale du hamp éle-trique de la soure. Cette quantité est égale, au fateur 1/πε0 près, à ladensité spetrale d'énergie volumique u(ν). En posant C = Bu(ν = δ/2π),on retrouve dans le as d'une soure large l'équation posée par Einstein.
d

dt
ρbb(t) = −γpρbb(t) +Bu (ν) (ρaa − ρbb) (t) (2.76)ave B = d2/(4πε0~

2). Cette formule est valable pour un rayonnement nonmonohromatique de diretion et de polarisation données. Pour pouvoir l'ap-pliquer au as du rayonnement thermique, il faut prendre garde que elui-iest isotrope et de polarisation quelonque, et don opérer un moyennage surtoutes les diretions et sur toutes les polarisations[14℄.Dans le as des trains d'ondes exponentiels, la soure a une fontion d'au-toorrélation en forme d'exponentielle déroissante sur un temps Tc. On peut



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 39dans e as obtenir une valeur de C valable quelles que soient les valeurs res-petives de 1/Tc et γd :
C =

2d2

ε0~
2c

1
Tc

+ γd

(1/Tc + γd)
2 + (ω0 − ω)2Π (2.77)où Π est le veteur de Poynting moyen, ou élairement, (en W/m2) de lasoure. On obtient don une expression analogue à elle obtenue dans le asmonohromatique, mais ave une fontion de distribution spetrale dont lalargeur est la somme de la largeur de la soure et de la largeur de la réponseatomique.4. Fore d'osillateurDans l'approximation du système à deux niveaux, nous avons vu qu'onretrouvait à la limite des faibles intensités lumineuses le modèle de Lorentzà partir du modèle semi-lassique, à ondition d'introduire un fateur multi-pliatif appelé "fore d'osillateur". On peut généraliser e résultat en tenantompte de tous les niveaux de l'atome, dans le adre d'une théorie perturba-tive à l'ordre le plus bas entre l'atome et le hamp (justi�ée ii par la faiblevaleur du hamp appliqué). On trouve alors la formule :

D̃ =

[∑

i

fi
q2

2mωi

ωi − ω + iγdi

(ωi − ω)2 + γ2
di

]
Ẽ (2.78)qui est bien l'expression phénoménologique introduite à la �n du paragraphe(1.1.2). La "fore d'osillateur" fi donne en �n de ompte l'importane rela-tive dans le résultat �nal de la ontribution du ième osillateur.Cette interprétation est orroborée par le fait que ette quantité est posi-tive et que la somme des fores d'osillateur pour toutes les transitions vaut1 : ∑

i

fi = 1 (2.79)5. RéapitulatifCe hapitre nous a permis d'introduire les équations de Bloh, qui nouspermettront de résoudre un très grand nombre de problèmes en optique quan-



2. APPROCHE SEMI-CLASSIQUE 40tique. Il nous a permis aussi de mieux omprendre les modèles phénoméno-logiques introduits par Lorentz et Einstein, et d'en préiser les domaines devalidité.Le modèle de Lorentz est orret dans le as d'un atome peu exité :
Nb ≪ 1 (2.80)Le modèle d'Einstein est orret dans le as où le dip�le atomique est trèsrapidement amorti par l'environnement, ou bien lorsque la soure exitatrieest à spetre large :

γd ≫ γp (2.81)
∆ω ≫ γd, γp (2.82)Nous avons aussi vu un ertain nombre de méthodes d'approximation quel'on retrouve dans de nombreux domaines de la physique : l'approximationséulaire, onsistant à négliger l'e�et des omposantes haute-fréquene del'exitation, l'élimination adiabatique des variables rapides en tant que va-riables dynamiques du problème, qui s'asservissent à l'évolution des variablesà amortissement lent ; l'approximation de mémoire ourte qui onsiste à né-gliger l'e�et de mémoire du système, qui n'évolue que sous l'e�et des valeursinstantanées des variables.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMPELECTROMAGNETIQUEHistoriquement, l'aspet quantique du monde physique s'est révélé pourla première fois en 1900 à l'oasion d'études sur le rayonnement, et plus par-tiulièrement sur le rayonnement thermique, dont le omportement à grandefréquene dé�ait les lois de la physique lassique. Il a fallu ependant at-tendre ensuite la �n des années 1920 pour avoir une desription quantiqueomplète et déduite des prinipes de base de la méanique quantique duhamp életromagnétique.1. Aspet orpusulaire du hamp de rayonnement thermique1.1 Lois de Plank et de WienA la �n du dix-neuvième sièle, les physiiens ont pu déterminer expé-rimentalement la densité spetrale u(ν, T ) de l'énergie du rayonnement àl'équilibre thermodynamique ave un thermostat omplètement absorbant,ou orps noir, de température T . Ils onstatèrent que u(ν, T ) déroît et tendvers zéro à grande fréquene. Wien obtint un bon aord entre les donnéesexpérimentales haute fréquene et la loi semi-empirique :
u(ν, T ) = αν3e−β ν

T (3.1)Cette formule n'avait pas de base théorique omplètemen satisfaisante. Plank,en 1900, trouva une meilleure formule à partir de onsidérations de phy-sique statistique et de l'hypothèse extrêmement hardie et mystérieuse queles éhanges d'énergie ave le thermostat se font par multiples de hν. Il ob-tint la élèbre formule :
u(ν, T ) =

αν3

eβ ν
T − 1

(3.2)où
α =

2h

c3
, β =

h

kB
(3.3)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 421.2 Le raisonnement d'EinsteinDans son élèbre artile publié en 1905 (Annalen der Physik 17, 132(1905)), Einstein montre que la loi de Wien implique un aspet orpusu-laire du rayonnement, et pas seulement de l'interation matière-rayonnement,omme Plank le pensait. Son raisonnement est extrêmement astuieux etpeu onnu. En e�et, on ne retient habituellement de et artile que l'ex-pliation de l'e�et photoéletrique, alors que elle-i oupe une part trèsrestreinte de l'artile.Le raisonnement d'Einstein part de l'idée que la dépendane de u ave Tnous permet de onnaître diretement l'entropie du système. En e�et :
1

T
=
∂S

∂E
⇒ ds =

du

T
(3.4)où s est la densité spetrale volumique d'entropie, prise ii omme fontionde u et de T . La loi de Wien implique :

ds = −du
βν

ln
u

αν3
(3.5)soit, en intégrant :

s = − u

βν

(
ln

u

αν3
− 1
) (3.6)en supposant s(0) = 0. On en déduit la variation d'entropie du rayonnementthermique lors d'une variation isotherme de volume de V0 à V :

S − S0 =
E

βν
ln
V

V0

(3.7)C'est la même loi de variation que pour l'entropie d'un gaz parfait de Npartiules :
S − S0 = kBN ln

V

V0

(3.8)Einstein est don onduit par e raisonnement à assimiler le rayonnementthermique, dans la zone de paramètres où il obéit à la loi de Wien, à un gazparfait de N partiules ave
N =

E

kBβν
=

E

hν
(3.9)L'énergie totale du rayonnement thermique dans la bande de fréquene dνest don assimilable à elle de N partiules indépendantes ayant haune uneénergie hν.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 432. Déomposition en modes du hamp életromagnétiquelassiquePour quanti�er de manière simple le hamp életromagnétique, nous avonstout d'abord besoin de le dérire sous une forme adaptée, qui onsiste à ledéomposer en modes. C'est e que nous faisons dans ette setion.2.1 Équations de Maxwell pour les hamps omplexesComme les équations de Maxwell sont linéaires par rapport aux hamps,on peut les érire pour les hamps omplexes, e qui est souvent ommodedans les aluls d'életromagnétisme . Pour dé�nir eux-i de manière rigou-reuse, introduisons la déomposition de Fourier fréquentielle du hamp E,par exemple : E(r, t) =

∫ ∞

−∞
Ẽ(r, ω)e−iωtdω

2π
(3.10)Le hamp omplexe, enore appelé signal analytique, est formé des seulesomposantes spetrales de fréquene positive1 du hamp réel. Il est don dé�nipar : E(r, t) =

∫ ∞

0

Ẽ(r, ω)e−iωtdω

2π
(3.11)Il en résulte qu'on peut érire :E(r, t) = E(r, t) +E(r, t)∗ B(r, t) = B(r, t) +B(r, t)∗ (3.12)Les hamps omplexes dans le vide, appelés aussi hamps de rayonnement,obéissent aux équations de Maxwell en l'absene de harges et de ourants2.2 Déomposition en ondes planes progressivesLe système auquel nous nous intéressons est supposé de taille �nie. Nousl'englobons alors dans un volume V de dimensions �nies, mais largementsupérieures au volume oupé par le système. Nous supposerons pour sim-pli�er que e volume est ubique de �té L. On dé�nit alors les omposantes1 Pour suivre une onvention ommode en Méanique Quantique où les fateurs e−iEt/~sont fréquents, nous appellerons évolution de fréquene positive les fateurs temporelsdu type e−iωt, orrespondant don à une énergie positive. Mais on trouve aussi dans lalittérature la onvention opposée



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 44de Fourier spatiales du hamp omplexe E(r, t) par la relation :
En(t) =

1

L3

∫

(V )

d3rE(r, t)e−ikn·r. (3.13)Ces omposantes de Fourier permettent à leur tour de aluler le hamp entout point du volume V, grâe à la formule :E(r, t) =
∑

n

En(t)e
ikn·r. (3.14)L'intégrale est limitée au volume V et la notation∑n est une notation abrégéepour ∑nx,ny,nz

, les nombres entiers nx, ny, nz (positifs, négatifs ou nuls)permettant de dé�nir les trois omposantes du veteur kn :
(kn)x = nx

2π

L
; (kn)y = ny

2π

L
; (kn)z = nz

2π

L
. (3.15)Les extrémités du veteur kn forment don un réseau ubique de pas 2π/L,qui est d'autant plus serré que le volume V est grand. .La nullité des divergenes dans les équations de Maxwell implique lesrelations suivantes pour les omposantes de Fourier de hamps életriques etmagnétiques :

kn · En = 0 kn · Bn = 0 (3.16)Elles sont don perpendiulaires au veteur d'onde en tout point de l'espaeréiproque2. Les relations 3.16 montrent que pour une diretion kn donnée, lesveteurs En et Bn appartiennent à un espae de dimension 2 orthogonal à kn.On peut dé�nir dans e plan (et d'une in�nité de manières di�érentes) deuxveteurs unitaires εn,1 et εn,2 orthogonaux entre eux et érire, par exemplepour le hamp életrique :
En = En,1εn,1 + En,2εn,2 (3.17)L'équation 3.17 nous montre que le hamp életrique libre (ainsi que le hampmagnétique libre) peut être déomposé en omposantes salaires En,s surla base des modes d'ondes planes progressives polarisées de veteur d'onde

kn = (knx
,kny

,knz
) et de polarisation εn,s. Chaque omposante est repérée2 On appelle hamps transverses des hamps dont les omposantes de Fourier obéissentà des relations de e type, et qui sont don de divergene nulle.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 45par un ensemble de quatre indies nx, ny, nz et s. Les trois premiers peuventprendre toute valeur entière, tandis que s vaut 1 ou 2. Nous désignerons parun indie "olletif" unique ℓ l'ensemble de es quatre nombres entiers, etnous pourrons �nalement érire :E(r, t) =
∑

ℓ

Eℓ(t)εℓe
ikℓ·r (3.18)Si on fait tendre la dimension L de la boite vers l'in�ni, les veteurs −→

kℓ�gurant dans la déomposition en série de Fourier appartiennent à un réseaude plus en plus serré. Il est souvent utile de passer à la limite ontinue :
∑

ℓ

≈
(
L

2π

)3 ∑

m=1,2

∫∫∫

V

d3k (3.19)e qui revient à dire que la densité dans l'espae des −→k vaut (2π
L

)3.Remarquons �nalement que la notion de déomposition des hamps trans-verses en deux polarisations orthogonales peut être généralisée au as des po-larisations irulaires droite et gauhe en introduisant des veteurs unitairesomplexes dont l'orthogonalité s'exprime par la nullité du produit hermitien.2.3 Déomposition des hamps sur une base quelonque de modesLa déomposition 3.18 n'est pas la seule possible pour le hamp éle-trique omplexe. On peut en e�et déomposer à l'intérieur du volume V touthamp vetoriel omplexe sur un ensemble de fontions vetorielles (uℓ(r))satisfaisant aux deux propriétés d'orthogonalité et de fermeture :
∫

(V )

d3r uℓ(r)
∗ · uℓ′(r)) = δℓ,ℓ′ (3.20)

∑

ℓ

uℓ(r)
∗ · uℓ(r

′)) = δ(r − r
′) (3.21)où le premier δ est un symbole de Kroneker, et le seond une distributionde Dira à trois dimensions. Ces deux relations assurent que n'importe quelhamp omplexe a une déomposition du type :E(r, t) =

∑

n

Eℓ(t)uℓ(r), (3.22)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 46ave
Eℓ(t) =

∫

(V )

d3r u
∗
ℓ(r)E(r, t); (3.23)Les équations de Maxwell imposent de plus que :

∇ · uℓ(r) = 0 (3.24)La base de Fourier
uℓ(r) =

1

L3/2
εs e

ikn·r (3.25)où kn est donné par 3.15, satisfait à toutes es onditions, mais il y a biend'autres ensembles de fontions, ou bases de modes, possibles, omme ellesformées d'ondes stationnaires, ou de modes Gaussiens. Les onsidérations quisuivent peuvent, sauf exeption, s'étendre à d'autres types de déomposition.2.4 Évolution temporelleLes équations de Maxwell impliquent que les omposantes de Fourier deshamps életriques et magnétiques obéissent aux équations suivantes :
d

dt
Bn = −ikn × En

d

dt
En = ic2kn × Bn. (3.26)En ombinant es équations, en utilisant la formule du double produit ve-toriel,et en les projetant sur un des veteurs de polarisation εℓ = εn,s, onobtient :

d2Eℓ

dt2
= −c2kℓ

2Eℓ
d2Bℓ

dt2
= −c2kℓ

2Bℓ. (3.27)Posons :
ωℓ = c |kℓ| (3.28)La ontrainte que Eℓ et Bℓ sont les omposantes de signaux analytiques, etn'ont don pas de omposantes négatives dans leur spetre de Fourier tem-porel, implique qu'il y a une solution unique aux équations 3.29 :

Eℓ(t) = Eℓ(0)e−iωℓt Bℓ(t) = Bℓ(0)e−iωℓt. (3.29)On en déduit l'expression générale des hamps életriques et magnétiquesomplexes dans le vide :E(r, t) =
∑

ℓ

E ℓεℓe
ikℓ·r−iωℓt (3.30)B(r, t) =

∑

ℓ

Bℓεℓe
ikℓ·r−iωℓt (3.31)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 47où les quantités Eℓ sont des nombres omplexes arbitraires, et où Bℓ est donnépar, d'après 3.26 :
Bℓ =

kℓ

ωℓ
× Eℓ. (3.32)La déomposition sur une base des modes à l'intérieur d'un volume V �nide l'espae nous a don bien permis d'exprimer n'importe quel hamp életro-magnétique libre à partir d'un ensemble dénombrable de quantités omplexesindépendantes. Néanmoins, les produits vetoriels qui �gurent dans es équa-tions ompliquent le problème. Pour simpli�er les équations il est pratiqued'utiliser les omposantes Aℓ(t) du potentiel veteur. On se plae de plus enjauge de Coulomb, 'est-à-dire qu'on suppose :

∇ ·A = 0. (3.33)L'intérêt prinipal de e hoix de jauge est que, lorsque des harges et desourants sont présents, le potentiel salaire U(r, t) n'est autre que le potentielde Coulomb instantané réé par les harges présentes dans le système. Dansle as présent es harges sont nulles, et l'on peut érire :
U(r, t) = 0. (3.34)Si on déompose le potentiel veteur omplexe en ses omposantes deFourier An, elles-i sont liées aux omposantes du hamp magnétique par :

Bn = ikn ×An. (3.35)La ondition de Coulomb (3.33) impose en outre que :
kn · An = 0. (3.36)En exprimant dans l'équation (3.26) le hamp magnétique en fontion dupotentiel veteur, et en tenant ompte de (3.34) et (3.36), on obtient lesdeux équations vetorielles ouplées suivantes :

d

dt
An = −En (3.37)
d

dt
En = ω2

nAn. (3.38)où ωn est dé�ni par l'équation 3.30. Ces équations ne omportent pas deproduit vetoriel, ontrairement au ouple d'équations (3.26)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 48En jauge de Coulomb, tout omme les hamps életriques et magnétiqueslibres, le potentiel veteur est un hamp transverse. On peut don le déom-poser, omme les hamps, sur la base des ondes progressives polarisées :A(r, t) =
∑

ℓ

Aℓ(t)εℓe
ikℓ·r (3.39)On peut alors projeter les équations 3.37 sur un veteur polarisation εℓ pourobtenir �nalement les équations suivantes pour les omposantes salaires Aℓet Eℓ du hamp életrique et du potentiel veteur omplexe :

d

dt
Aℓ = −Eℓ (3.40)
d

dt
Eℓ = ω2

nAℓ. (3.41)On en déduit l'équation d'évolution des seules omposantes Aℓ(t) :
d2Aℓ

dt2
= −ω2

ℓAℓ (3.42)et sa solution, ompte tenu du fait que e sont les omposantes d'un signalanalytique ne omportant que des fréquenes positives :
Aℓ(t) = Aℓe

−iωℓt. (3.43)où Aℓ est un nombre omplexe quelonque. Eℓ(t) se déduit de Aℓ(t) par larelation :
Eℓ(t) = iωℓAℓ(t). (3.44)L'équation d'évolution de la omposante Aℓ(t) est en dé�nitive :

d

dt
Aℓ(t) = −iωℓAℓ(t). (3.45)Elle est du premier ordre en temps.La déomposition du hamp omplexe en ondes planes progressives po-larisées nous permet don d'obtenir des équations salaires d'évolution dupremier ordre en t qui ne ouplent pas les modes di�érents. Pour identi�eres équations ave de équations de Hamilton-Jaobi, il nous faut détermi-ner l'hamiltonien du système qui intervient aussi dans es équations. C'este que nous allons faire dans la setion suivante. On pourra alors identi�er



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 49les ouples de variables dynamiques onjuguées indépendantes au sens deHamilton, et quanti�er simplement le hamp életromagnétique libre.Érivons au préalable la forme générale des hamps életriques et magné-tiques en fontion des omposantes du potentiel veteur :E(r, t) = −i
∑

ℓ

ωℓAℓ(t)εℓe
ikℓ·r (3.46)B(r, t) = i

∑

ℓ

Aℓ(t)kℓ × εℓe
ikℓ·r (3.47)où Aℓ(t) = Aℓe

−iωℓt. Rappelons en�n que les hamps réels, eux qui inter-viennent dans la fore de Lorentz agissant sur des partiules hargées, sontégaux à la somme de es quantités et de leurs omplexes onjugués.3. Quanti�ation du rayonnement libre3.1 Énergie lassique du hamp de rayonnementOn sait que l'énergie HR du hamp életromagnétique est l'intégrale surtout le volume V de la densité d'énergie. Elle s'érit
HR = ε0

∫

(V )

d3r(E2(r, t) + c2B2(r, t)) (3.48)Si on exprime le arré des hamps réels en fontion des hamps omplexes(expression 3.12), on obtiendra des termes en E
2, E

∗2 et |E|2. Commençonspar la ontribution des premiers à l'énergie. En utilisant la déomposition enondes planes progressives on a
∫

(V )

d3r(E2 + c2B2) =
∑

n,n′

∫

(V )

d3r
(
En · En′ + c2Bn · Bn′

)
ei(kn+kn′ )·r (3.49)Il est faile de voir que l'intégrale des termes tels que kn + kn′ 6= 0 s'annuleà ause des onditions aux limites périodiques 3.15. Il ne reste alors dans lasomme que les termes non osillants. Mais dans e as, à ause de la relation3.32, et du fait que kn′ = −knon a

Bn · Bn′ = − 1

c2
En · En′ (3.50)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 50et l'intégrand dans 3.49 est nul. On en onlut que la ontribution à l'énergiedes termes en E
2 est nulle. Celle des termes en E

∗2, onjuguée de la préé-dente, est aussi nulle. Il ne reste que les termes en |E|2, qu'on peut rérire enutilisant la relation de Parseval-Planherel 3.16 :
HR = ε0

∫

(V )

d3r(|E|2 + c2 |B|2) = ε0L
3
∑

n

(|En|2 + c2 |Bn|2) (3.51)En dé�nitive, en tenant ompte de l'existene des deux omposantes sa-laires de polarisation pour haque veteur d'onde kn, on peut mettre HR sousla forme :
HR = ε0L

3
∑

ℓ

(
|Eℓ|2 + ω2

ℓ |Aℓ|2
) (3.52)et �nalement, à ause de (3.44) :

HR = 2ε0L
3
∑

ℓ

ω2
ℓ |Aℓ|2 (3.53)L'énergie du rayonnement apparaît omme la somme des énergies assoiéesà haque mode, l'"exitation" de haque mode étant proportionnelle à laquantité |Aℓ|2. Ce résultat est partiulièrement important dans la mesure oùles divers modes ont des dynamiques indépendantes, omme nous l'avons vudans la setion préédente. Nous allons maintenant voir que haun de esmodes est formellement analogue à un osillateur harmonique lassique.3.2 Analogie ave un osillateur harmonique matériel à une dimensionL'Hamiltonien d'un osillateur harmonique matériel à une dimension s'érit :

H =
p2

2m
+

1

2
mω2

0x
2 (3.54)et les équations de Hamilton-Jaobi orrespondantes sont

dx

dt
=

p

m
=
∂H

∂p
(3.55)

dp

dt
= −mω2

0x = −∂H
∂x

(3.56)Ces équations montrent que le problème a été mis sous forme anonique, xet p étant un ouple de variables anoniques onjuguées, et H étant l'hamil-tonien du problème.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 51Il est ommode d'introduire la variable normale α : (3.55)
α = x+ i

p

mω0

(3.57)
x est don la partie réelle de α, et p est proportionnel à sa partie imaginaire.
α obéit à l'équation d'évolution :

dα

dt
= −iω0α. (3.58)et évolue sous la forme d'une exponentielle omplexe :

α(t) = α(0)e−iω0t. (3.59)L'hamiltonien s'érit aussi :
H =

1

2
mω2

0|α|2 (3.60)Revenons au rayonnement libre dans le as où un seul mode, de valeurdonnée de ℓ, est exité. L'énergie du mode vaut (équation 3.44)
Hℓ = 2ε0L

3ω2
ℓ |Aℓ|2 (3.61)Il s'agit d'un Hamiltonien proportionnel au arré du modèle de la variabledynamique omplexe dérivant le système, prohe de elui de l'osillateurharmonique matériel érit sous la forme (3.60).Introduisons alors les parties réelle et imaginaire de Aℓ(t) :

Aℓ(t) = APℓ(t) + iAQℓ(t). (3.62)A partir de l'équation d'évolution 3.45 de la quantité omplexe Aℓ on déduitelles de APℓ et AQℓ :
d

dt
APℓ = ωℓAQℓ (3.63)

d

dt
AQℓ = −ωℓAPℓ. (3.64)L'Hamiltonien Hℓ s'érit quant à lui

Hℓ = 2ε0L
3ω2

ℓ

(
A2

Pℓ + A2
Qℓ

) (3.65)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 52On obtient don bien des équations d'évolution linéaires en APℓ, AQℓ et unhamiltonien quadratique, aratéristiques de l'osillateur harmonique.Il est en outre faile de voir que les équation d'évolution (3.63) sont unouple d'équations de Hamilton-Jaobi utilisant l'Hamiltonien du système3.65 à ondition de prendre omme ouple de variables anoniques onjuguéesles quantités
x↔ 2

√
ε0L3ωℓAPℓ p↔ 2

√
ε0L3ωℓAQℓ. (3.66)Comme l'hamiltonien total du rayonnement est la somme des énergies Hℓrelatives aux divers modes, le rayonnement est don dérit par un ensemble devariables anoniques onjuguées indépendantes proportionnelles aux partiesréelles et imaginaires des omposantes du potentiel veteur de haun desmodes.3.3 Quanti�ation du rayonnementAyant identi�é les ouples de variables anoniques onjuguées (relations3.66), nous pouvons maintenant e�etuer la quanti�ation du rayonnement3.Dans le as d'osillateurs harmoniques matériels indépendants, de mêmemasse m et de pulsations di�érentes ωℓ, les variables anoniques onjuguéessont la position et l'impulsion xℓ et pℓ de haune des partiules. La quanti�-ation d'un tel système onsiste à remplaer les variables dynamiques onju-guées lassiques dépendant du temps xℓ et pℓ par des opérateurs x̂ℓ et p̂ℓindépendant du temps et obéissant aux règles de ommutation anoniques :

[x̂ℓ, p̂ℓ′] = i~δℓℓ′ (3.67)Dans le as du hamp életromagnétique libre, on remplae les partiesréelle et imaginaire du potentiel veteur omplexe dépendant du temps pardes opérateurs hermitiens ÂPℓ et ÂQℓ indépendant du temps qui obéissentaux règles de ommutation anoniques suivantes
[
2
√
ε0L3ωℓAPℓ, 2

√
ε0L3ωℓAQℓ′

]
= i~δℓℓ′ (3.68)On en déduit les règles de ommutation entre l'opérateur non hermitien Âℓ =

ÂPℓ + iÂQℓ, assoié à la omposante Aℓ du potentiel veteur sur la base des3 Indiquons que la méthode suivie n'est pas totalement rigoureuse, ar nous n'avons pasintroduit le Lagrangien de rayonnement, et nous nous sommes ontentés de deviner quelssont les bons ouples de variables anoniques onjuguées.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 53ondes planes polarisées progressives, et son hermitien onjugué :
[
Âℓ, Â

†
ℓ′

]
=

~

2ε0L3ωℓ
δℓℓ′ (3.69)A partir de la forme lassique de l'hamiltonien 3.44 et des règles de quan-ti�ation qui imposent d'assoier l'opérateur symétrisé (ÂℓÂ

†
ℓ + Â†

ℓÂℓ)/2 à laquantité lassique |Aℓ|2, on obtient l'opérateur hamiltonien du rayonnementlibre :
ĤR = 2ε0L

3
∑

ℓ

ω2
ℓ

2

(
ÂℓÂ

†
ℓ + Â†

ℓÂℓ

) (3.70)On pose alors :
Âℓ =

√
~

2ε0L3ωℓ
âℓ (3.71)L'introdution de l'opérateur non hermitien âℓ nous permet de simpli�erl'expression du ommutateur :

[
âℓ, â

†
ℓ′

]
= δℓℓ′ (3.72)et de l'hamiltonien :

ĤR =
∑

ℓ

~ωℓ

2

(
âℓâ

†
ℓ + â†ℓâℓ

) (3.73)On trouve bien, omme attendu, l'hamiltonien d'un ensemble d'osillateursharmoniques quantiques indépendants, pour lesquels l'analogue de la positionet de l'impulsion sont les parties réelles et imaginaires de la omposante
Aℓ du potentiel veteur omplexe sur un mode du hamp. L'opérateur âℓ,introduit omme opérateur assoié, à une onstante multipliative près, à laomposante omplexe Aℓ est l'opérateur d'annihilation des quanta d'énergiede et osillateur.Toutes les observables du rayonnement s'expriment en fontion des opé-rateurs âℓ et â†ℓ, qui s'appellent opérateurs de destrution et de réationde photons dans le mode ℓ (ette dénomination sera justi�ée au hapitresuivant). Par exemple les observables de hamp s'obtiennent diretement àpartir des expressions lassiques établies plus haut (équations 3.46). Les opé-rateurs assoiés aux hamps omplexes (ou "hamps de fréquene positive"),



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 54notés traditionnellement Â(+)
(r), Ê(+)

(r) et B̂(+)
(r), s'érivent :Â(+)

(r) =
∑

ℓ

√
~

2ε0L3ωℓ
âℓεℓe

ikℓ·r (3.74)Ê(+)
(r) = −i

∑

ℓ

√
~ωℓ

2ε0L3
âℓεℓe

ikℓ·r (3.75)B̂(+)
(r) = i

∑

ℓ

√
~

2ε0L3ωℓ
âℓkℓ × εℓe

ikℓ·r (3.76)Notons que es opérateurs ne sont pas hermitiens. L'opérateur hermitienassoié au hamp életrique réel est donné par :Ê(r) = Ê(+)
(r) + Ê(−)

(r) (3.77)Ê(−)
(r) étant l'opérateur hermitien onjugué de Ê(+)

(r), qui est don uneombinaison linéaires des opérateurs â†ℓ. On a des relations analogues pourle hamp magnétique et pour le potentiel veteur.3.4 États propres de ĤOn montre à partir de la relation de ommutation [âlâ
+
l

]
= 1 que l'opéra-teur N̂l que nous avons introduit dans le paragraphe préédent a pour spetrel'ensemble des entiers N . C'est la raison pour laquelle on l'appelle opérateurnombre. Il existe don des veteurs d'états, notés | nl〉, tels que :

N̂l |nl〉 = nl |nl〉 (3.78)pour lesquels on a aussi les relations suivantes, démontrées dans le adre del'osillateur harmonique matériel mais valides aussi pour un mode du hampar elles se déduisent uniquement des relations de ommutation :
âl |nl〉 =

√
nl |nl − 1〉 â+

l |nl〉 =
√
nl + 1 |nl + 1〉 (3.79)Comme [N̂l, N̂l′

]
= 0, les états propres de l'hamiltonien Ĥ sont des produitstensoriels d'états |nl〉, de la forme :

|n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ ...⊗ |nl〉 ⊗ ...



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 55que nous noterons pour simpli�er :
|n1, n2, ..., nl, ...〉On a don :

Ĥ
∣∣n1, n2, ..., nl),...

〉
=

[∑

l

(
nl +

1

2

)
~ωl

]
|n1, n2, ..., nl, ...〉 (3.80)L'état fondamental du système est l'état |n1 = 0, n2 = 0, ..., nl = 0, ...〉, ap-pelé le vide, et noté |0〉 pour simpli�er.Les états propres de l'hamiltonien forment de plus une base de l'espaedes états du hamp. Le veteur d'état le plus général pour le hamp életro-magnétique s'érit don :

|Ψ〉 =

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

...

∞∑

nl=0

... Cn1,n2,...nl,... |n1, n2, ..., nl, ...〉 (3.81)La dimension de l'espae vetoriel dans lequel évolue et état est (cardN)cardN ,où cardN est l'in�ni dénombrable, alors qu'un hamp lassique, dé�ni par ladonnée des quantités {αl}l=∈N , appartient à un espae vetoriel de dimension
cardN . On a du mal à imaginer la prodigieuse variété de es états. Au dé-but du vingt-unième sièle, on n'a enore étudié théoriquement qu'une toutepetite fration de ette espae, et on en a produit expérimentalement enoremoins.4. Changement de base de modes4.1 Transformation unitaire pour les opérateurs de réation etd'annihilationNous venons de quanti�er le hamp sur la base des modes d'ondes pro-gressives {uℓ}, qui s'érivent :

uℓ(r) = εℓe
ikℓ·r (3.82)et qui nous ont permis d'introduire des opérateurs de réation et d'annihi-lation âℓ et â†ℓ, et de dé�nir des états quantiques "nombre" |nℓ〉, que nous



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 56érirons ii |ℓ : nℓ〉, et qui sont états propres de N̂ℓ = â†ℓâℓ. Ils dérivent nℓphotons in mode ℓ.Comme on l'a vu plus haut, e n'est pas la seule base de modes possible.Nous allons voir dans ette setion omment dérire les propriétés quantiquesdu hamp sur n'importe quelle base.On introduit une transformation unitaire agissant sur les opérateurs â†ℓ,qui nous permettent d'introduire de nouveaux opérateurs {b̂†m} by :
b̂†m =

∑

ℓ

U ℓ
mâ

†
ℓ (3.83)où U ℓ

m est un élément de la matrie unitaire U (U−1 = U
†). L'hermitienonjugué de ette quantité vaut :

b̂m =
∑

ℓ

(
U ℓ

m

)∗
âℓ =

∑

ℓ

(U−1)m
ℓ âℓ, (3.84)D'où :

[̂bm, b̂
†
m′ ] =

∑

ℓ,ℓ′

(U−1)m
ℓ U

ℓ′

m′ [âℓ, â
†
ℓ′] =

∑

ℓ

(U−1)m
ℓ U

ℓ
m′ = δm,m′ (3.85)On voit que les opérateurs {b̂m} forment, tout omme les opérateurs {âℓ},un ensemble d'opérateurs d'annihilation d'osillateurs harmoniques indépen-dants. On peut don dé�nir de nouveaux états quantiques "nombre" |m : nm〉qui sont les états propres des nouveaux opérateurs nombres N̂m = b̂†mb̂m. Cesétats dérivent nm photons dans de nouveaux modes dé�nis à partir des opé-rateurs b̂m et b̂†m . Ils forment une nouvelle base de l'espae de Hilbert desétats du hamp életromagnétique, sur laquelle tout état |Ψ〉 du hamp peutêtre déomposé.Le hamp életrique omplexe Ê

(+)(r), qui s'érit sur la base des ondesplanes progressives omme :
Ê

(+)(r) = i
∑

ℓ

Eℓâℓuℓ(r) (3.86)peut aussi s'érire, en utilisant :̂
aℓ =

∑

m

U ℓ
mb̂m (3.87)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 57sur la nouvelle base des opérateurs d'annihilation :
Ê

(+)(r) = i
∑

m

b̂mvm(r) (3.88)ave
vm(r) =

∑

ℓ

EℓU
ℓ
muℓ(r) (3.89)Les fontions vm(r) nous permettent aussi de déomposer le hamp omplexelassique E

(+)(r, t) sur les modes vm(r) :
E

(+)(r, t) =
∑

m

βm(t)vm(r) (3.90)Il est faile de voir que les fontions vm(r) sont orthogonales entre elles (mais,pas normalisées à 1).La fontion vm(r) dérit don le mode spatial attahé à l'opérateur d'an-nihilation b̂m. Elle donne la variation spatiale du hamp életrique moyenquand le système est dans un état |m : nm〉, et plus généralement dans unétat monomode, ombinaison linéaire quelonque des états |m : nm〉 pour unevaleur �xe de m.4.2 Invariane du videL'état vide, état fondamental du hamp, a été dé�ni dans la setion pré-édente sur la base des ondes planes progressives. Il a la propriété suivante :
∀ℓ âℓ|0〉 = 0 (3.91)e qui implique :

∀m b̂†mb̂m|0〉 = 0 (3.92)
|0〉 est don aussi l'état |m = 1 : 0〉 ⊗ ..|m : 0〉 ⊗ .. orrespondant à zerophotons dans tous les modes de la nouvelle base. Il en résulte que le vide estinvariant par rapport à tout hangement de base de modes.Grâe à ette propriété, on peut trouver l'expression de n'importe quelétat nombre |m : nm〉 omportant nm photons dans le mode vm(r) :

|m : nm〉 =
1√
nm!

(b̂†m)nm |0〉 =
1√
nm!

(∑

ℓ

U ℓ
mâ

†
ℓ

)nm

|0〉 (3.93)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 58Cette expression est partiulièrement simple dans le as d'un état à un photon
|m : 1〉 :

|m : 1〉 =
∑

ℓ

U ℓ
mâ

†
ℓ|0〉 =

∑

ℓ

U ℓ
m|ℓ : 1〉 (3.94)4.3 Nombre total de photonsOn dé�nit l'opérateur N̂tot, qui donne le nombre total de photons danstous les modes de la base {uℓ} :̂

Ntot =
∑

ℓ

â†ℓâℓ (3.95)Il est faile de voir que l'on a, à ause du aratère unitaire de la transfor-mation de passage d'une base à l'autre :
∑

m

b̂†mb̂m =
∑

ℓ

â†ℓâℓ (3.96)le nombre total de photons est don le même dans n'importe quelle base demodes.Considérons par exemple l'état quantique :
|Ψ1〉 =

∑

ℓ

cℓ|ℓ : 1〉 (3.97)où les cℓ sont des nombres omplexes arbitraires. Nous verrons qu'un tel étatest produit par exemple par l'émission spontanée d'un atome unique. Onpeut l'appeler état à un photon, ar il est état propre de N̂tot ave la valeurpropre 1. A ause de l'invariane de N̂tot que nous venons de démontrer, ettepropriété est "intrinsèque", 'est-à-dire indépendante du hoix de la base demodes. Considérons alors la fontion :
v1(r) =

∑

ℓ

cℓuℓ(r) (3.98)Elle forme le premier élément d'un ensemble de fontions orthogonales {vm(r)}sur lesquelles tout hamp peut être déomposé, Des états nombres peuventêtre dé�nis sur e nouvel ensemble de modes, et on peut montrer failementque :
|Ψ1〉 =

∑

ℓ

cℓ|ℓ : 1〉 = |m : 1〉 (3.99)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 59Un état à un photon, même lorsqu'il semble "très multimode" ar s'exprimantà l'aide d'un très grand nombre de modes sur une base donnée, est en fait"monomode", si on prend une base adaptée. Notons que ette propriété n'estpas générale : il existe des états "intrinsèquement" multimodes pour lesquelsil n'existe auune base de modes sur laquelle ils sont monomodes. La fon-tion spatiale v1(r), proprement normalisée apparaît en quelque sorte ommela "fontion d'onde" du photon unique pare qu'elle donne sa distributionspatiale de la probabilité de le déteter.4.4 Un exemple simple : les modes d'onde stationnaireOn étudie ii à titre d'exemple un as très simple : elui d'un hampse propageant dans la diretion Oz et de polarisation parallèle à 0x. Enprojetant le hamp sur l'axe Ox, on peut s'a�ranhir du aratère vetorieldu hamp életromagnétique. Ce hamp peut être déomposé sur la base desondes progressives :
uℓ(r) = eikℓz (3.100)ave kℓ = nℓ2π/L. nℓ étant un nombre entier positif ou négatif, es ondesse propagent soit dans la diretion des z positifs, soit dans la diretion des

z négatifs. Les états nombre |ℓ : nℓ〉 dérivent don nℓ photons ayant uneénergie ~ωℓ et une quantité de mouvement ~kℓ dans la diretion Oz.
m étant un entier seulement positif, on peut dé�nir de nouveaux opéra-teurs de réation b̂m+ et b̂m− par :

b̂†m+ =
1√
2
(â†ℓ=m + â†ℓ=−m)

b̂†m− =
1√
2
(â†ℓ=m − â†ℓ=−m) (3.101)Ces deux relations dé�nissent une transformation unitaire de l'ensemble â†ℓ=m, â

†
ℓ=−mvers l'ensemble b̂†m+, b̂

†
m−. Les opérateurs b̂†m± sont don des opérateurs deréation de photons dans les modes vm±(r) dé�nis par :

vm+(r) =
Em√

2
(eikmz + e−ikmz) =

√
2Em cos kmz

vm−(r) =
Em√

2
(eikmz − e−ikmz) = i

√
2Em sin kmz (3.102)Ce sont don des modes d'onde stationnaire, et les états nombre |m± : n〉dérivent n photons dans les ondes stationnaires vm±(r).



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 605. Impulsion et moment inétique du rayonnement5.1 ImpulsionL'impulsion PR du hamp de rayonnement est proportionnelle à l'inté-grale sur le volume V du veteur de Poynting4 :
PR = ε0

∫

(V )

d3rE(r, t) ×B(r, t) (3.103)où E(r, t) et B(r, t) sont les hamps réels. C'est une quantité onservée auours de l'évolution libre du hamp.Si on exprime les hamps réels en fontion des hamps omplexes, onobtiendra des termes en E × B, E
∗ × B

∗, E
∗ × B et E × B

∗. Commençonspar la ontribution du premier à l'impulsion. En utilisant la déompositionen ondes planes progressives on a
∫

(V )

d3rE× B =
∑

n,n′

∫

(V )

d3rEn × Bn′ei(kn+kn′ )·r (3.104)Comme dans le alul de l'énergie, l'intégrale des termes tels que kn+kn′ 6= 0s'annule à ause des onditions aux limites périodiques 3.15. Il ne reste alorsdans la somme que les termes tels que kn′ = −kn. Mais dans e as, enregroupant les ouples (n, n′) et (n′, n) on a
∫

(V )

d3rE× B = iL3
∑

n>n′

(En × (kn′ ×An′) + En′ × (kn ×An)) (3.105)La déomposition des doubles produits vetoriels permet de montrer quee terme s'annule, à ause de la transversalité des hamps et de la relation
kn′ = −kn. Il en est de même du terme ave les deux omplexes onjugués.Les deux autres termes s'expriment aisément dans l'espae réiproque à l'aidede la relation de Parseval-Planherel et de la formule du double produitvetoriel. On a :

PR = iε0L
3
∑

n

(E∗
n · An − En · A∗

n)kn (3.106)4 Voir E. Jakson, Classial Eletrodynamis, Wiley (New York 1975), Setion (6.9), oubien R. Feynman, Letures in Physis, Tome II.2.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 61On peut déomposer les produits salaires sur la base des veteurs de po-larisation et obtenir une somme sur les modes d'ondes planes progressivespolarisées, indexés par l'indie olletif ℓ :
PR = iε0L

3
∑

ℓ

(E∗
ℓ Aℓ − EℓA∗

ℓ)kℓ (3.107)En utilisant la relation 3.44 liant Eℓ et Aℓ, on obtient �nalement :
PR = 2ε0L

3
∑

ℓ

ωℓ |Aℓ|2 kℓ (3.108)L'impulsion totale du rayonnement apparaît omme la somme d'impul-sions assoiées à haque mode ℓ. L'impulsion d'un mode est dirigée selon leveteur d'onde kℓ et dérit don un e�et de pression de radiation. Elle estproportionnelle à |Aℓ|2, qui aratérise don, omme pour l'énergie, "l'exi-tation" du mode.5.2 Moment inétiqueLe moment inétique du rayonnement JR est une autre onstante du mou-vement pour le hamp libre. Il est proportionnel à l'intégrale sur le volumeV du moment du veteur de Poynting alulé par rapport à l'origine desoordonnées5 :
JR = ε0

∫

(V )

d3r r × (E(r, t) × B(r, t)) (3.109)En utilisant la formule du double produit vetoriel et une intégration parparties tenant ompte de l'hypothèse que les hamps sont nuls à la surfaedu volume V introduit pour la déomposition en modes, on onstate que JRse met sous la forme d'une somme de deux termes :
JR = LR + SR (3.110)ave

LR = ε0

∑

j=(x,y,z)

∫
d3rEj(r, t)(r×∇)Aj(r, t) (3.111)

SR = ε0

∫
d3rE(r, t) ×Ar, t)5 E. Jakson, Classial eletrodynamis, Wiley (New York 1975), CDG.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 62
LR, qui dépend du point origine, est quali�é de "moment inétique orbi-tal", alors que SR, qui n'en dépend pas, est quali�é de "moment inétiqueintrinsèque", ou "moment inétique de spin".On peut se onvainre failement que ette séparation est invariante dejauge. Les quali�atifs "intrinsèque", "de spin", "orbitaux" ont été donnéspar analogie ave le as de la partiule matérielle. Cette analogie ne doit pasêtre prise trop au pied de la lettre. Par exemple, à l'approximation paraxiale
LR, de la même manière que SR est inhangé lorsqu'on hange le point originedes oordonnées. Il a don aussi un aratère plus ou moins "intrinsèque".a. Moment inétique intrinsèqueUn alul très analogue à elui mené pour le moment inétique montreque SR peut se déomposer sur la base des ondes planes progressives :

SR = iε0L
3
∑

n

ωn (An ×A∗
n −A∗

n ×An) . (3.112)Le veteur transverse An se déompose sur la base des deux veteurspolarisations εn,s (s = 1, 2). Supposons tout d'abord que es veteurs sontréels, et orrespondent don à des polarisations retilignes. On obtient alors
SR = iε0L

3
∑

n

ωn

(
A∗

n,1An,2 −An,1A∗
n,2

)
εk. (3.113)où εk est le veteur unitaire dans la diretion du veteur d'onde k. On ob-tient don une expression omportant des termes roisés entre deux modesde polarisation di�érents : ontrairement à l'énergie et à l'impulsion, le mo-ment inétique intrinsèque n'apparaît pas omme une somme de momentsattahés à haun des modes de polarisation retiligne. Le moment inétiqueintrinsèque est en partiulier nul pour une onde polarisée retilignement.Considérons maintenant la déomposition de An sur la base des veteursomplexes :

~εn,± =
1√
2

(~εn,1 ± ~εn,2) , (3.114)qui orrespondent à des polarisations irulaires droite ou gauhe. On trouvealors
SR = 2ε0L

3
∑

n

ωn

(
A∗

n,+An,+ −A∗
n,−An,−

)
εk. (3.115)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 63On a maintenant une expression "diagonalisée", qui permet d'attribuer unmoment inétique intrinsèque à haque onde plane progressive polarisée ir-ulairement prise isolément. Considérons par exemple une onde monohro-matique de veteur d'onde donné polarisée irulairement le long de ~εn,+.On voit en outre que son moment inétique intrinsèque vaut Hn/ωn. Uneonde de polarisation irulaire intense transporte don une quantité non né-gligeable de moment inétique autour de sa diretion de propagation, quipeut s'éhanger ave elui de la matière lorsque la lumière hange son étatde polarisation en se propageant à travers une lame biréfringente. Cet e�et aété mis en évidene expérimentalement par R. Beth, voir Phys. Rev 48 471(1935).b. Moment inétique orbitalUn bref alul montre que le moment inétique orbital est nul pour touteonde plane progressive, quelle que soit sa polarisation. Cette deuxième partiedu moment angulaire est don plus déliate à interpréter, et elle fait l'objetà l'heure atuelle de reherhes atives.Elle a en partiulier une interprétation non ambiguë dans le ontexte del'approximation paraxiale, où l'on ne onsidère que des ondes se propageantau voisinage d'un axe optique (la diretion Oz par exemple ave de faiblesangles par rapport à et axe. C'est le as lorsque le hamp varie dans le plan
xOy sur des distanes aratéristiques qui sont beauoup plus grandes quela longueur d'onde. La di�ration joue alors un faible r�le, l'onde est "quasi-plane", et on peut érire le potentiel veteur omplexe par exemple sous laforme :

A(r, t) = εU(x, y, z)ei(kz−ωt) (3.116)où ε est le veteur unitaire de polarisation et U(x, y, z) une "enveloppe lente-ment variable", variant sur des distanes grandes par rapport à la longueurd'onde. On sait que les modes Gaussiens forment une base de l'espae detelles fontions. Supposons maintenant que U(x, y, z) est de la forme 6 :
U(x, y, z) = u(r, z)eimφ (3.117)où (r, φ) sont les oordonnées polaires du plan transverse xOy. m est nées-sairement un nombre entier pour que U(x, y, z) prenne la même valeur pour6 L. Allen, M.Beijersbergen, R.Spreeuw, J.Woerdman, Phys. Rev. A 45 8185 (1992)
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Fig. 3.1: Allure des surfaes équiphases d'une onde possédant un moment angulaireorbital orrespondant à m = 3

φ et φ + 2nπ. L'expression du moment angulaire orbital d'un tel hamp sealule à partir de la relation(??). On trouve :
LR =

H

ω
mez (3.118)On onstate que LR est relié à la struture transverse de l'amplitude duhamp : le front d'onde du hamp doit être "hélioïdal" pour que l'ondepuisse transporter du moment inétique orbital (voir �gure 3.1). En e�etdans l'onde dérite par l'expression (3.117), la phase est onstante sur deshélies autour de l'axe Oz de pas λ/m, qui font don m tours par longueurd'onde. Remarquons que lorsque m 6= 0, le hamp doit s'annuler sur l'axe 0zaxis pour éviter des disontinuités lorsque l'on roise l'axe 0z.Notons que les modes de Laguerre-Gauss TEM∗

lm ont bien une dépen-dane en φ onforme à l'équation (3.117). Ils transportent don un momentinétique orbital donné par (3.118). Ils forment de plus une base de l'espaedes hamps à l'approximation paraxiale. Si on déompose le potentiel veteuromplexe sur une telle base, on montre qu'on peut érire :
LR = 2ε0L

3
ez

∑

ℓ

m |Aℓ|2 . (3.119)où l'indie olletif ℓ est ii la liste des indies néessaires pour dé�nir labase : les indies l and m du mode de Laguerre-Gauss, un entier nz pourassurer la disrétisation de la base le long de l'axe 0z et l'indie s = 1, 2 pourla polarisation.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 655.3 Opérateurs quantiques assoiésa. Opérateur impulsionOn déduit de (3.108) l'expression suivante de l'opérateur impulsion duhamp de rayonnement :
P̂R = 2ε0L

3
∑

ℓ

ωℓ

2

(
ÂℓÂ

†
ℓ + Â†

ℓÂℓ

)
kℓ (3.120)qui s'exprime simplement en fontion des opérateurs âℓ et Â†

ℓ :
P̂R =

∑

ℓ

~kℓ

2

(
âℓâ

†
ℓ + â†ℓâℓ

)
=
∑

ℓ

~kℓâ
†
ℓâℓ (3.121)les termes omportant le fateur 1/2 apparaissant lorsqu'on utilise la relationde ommutation 3.72 se ompensant entre le mode ℓ et le mode "−ℓ" deveteur d'onde k−ℓ = −kℓ.Remarquons que la déomposition de l'impulsion totale du hamp en unesomme d'impulsions relatives à haque mode pris isolément est spéi�que àla déomposition sur la base des ondes planes progressives polarisées. Cettesimpli�ation ne se produit pas néessairement si on utilise d'autres bases demodes. Par exemple, l'expression de l'impulsion déomposée sur les modesd'onde stationnaire ou Gaussiens fait intervenir une double somme sur ℓ et

ℓ′ qui omporte des termes roisés relatifs à deux modes.b. Opérateurs moment inétique intrinsèque et orbitalLes expressions 3.113 et 3.118 nous permettent de trouver l'expressionde l'opérateur quantique moment inétique intrinsèque ŜR sur une base demodes de polarisation retiligne, puis irulaire
ŜR =

∑

n

~

(
â†n,1ân,2 − ân,1â

†
n,2

)
εk (3.122)

ŜR =
∑

n

~

(
â†n,+ân,+ − â†n,−ân,−

)
εk (3.123)En�n, dans la base des modes de Laguerre-Gauss, il est faile d'érirel'opérateur moment inétique orbital L̂R :

L̂R = ~ez

∑

ℓ

mâ†ℓâℓ. (3.124)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 666. États stationnaires du rayonnement6.1 états nombre : notion de photonNous avons introduit plus haut les états nombre, | nl〉, états propres desopérateurs :
N̂l |nl〉 = nl |nl〉 (3.125)D'où :

ĤR |n1, n2, ..., nl, ...〉 =
∑

l

(nl +
1

2
)~ωl |n1, ..., nl, ...〉 (3.126)Ces états, états propres de l'hamiltonien, sont don les états stationnaires duhamp. Ils ont aussi la propriété suivante :

−̂→
P |n1, n2, ..., nl, ...〉 =

∑

l

nl~
−→
k l |n1, ..., nl, ...〉 (3.127)On onstate un aratère additif de E et −̂→
P : l'état |n1, n2, ..., nl, ...〉, dupoint de vue de son énergie et de sa quantité de mouvement, apparaît avoirles mêmes propriétés qu'un ensemble de partiules sans interation mutuelle,formé de n1 partiules d'énergie ~ω1 et de quantité de mouvement ~

−→
k 1,de n2 partiules d'énergie ~ω2 et de quantité de mouvement ~

−→
k 2,..., de nlpartiules d'énergie ~ωl et de quantité de mouvement ~

−→
k l ... On appelleraphotons es partiules.L'opérateur â+

l est don l'opérateur de réation d'un photon, et l'opéra-teur âl est l'opérateur d'annihilation d'un photon. N̂l est l'opérateur nombrede photons. On remarque que, omme le nombre de photons dans un modedonné est un entier quelonque, les photons sont des bosons.D'une manière générale, seul l'état |nl = 1〉 présente de fortes analogiesave l'état d'une partiule matérielle isolée. L'état |nl = 1, nl′ = 1, ....〉 or-respond à plusieurs partiules, haune dans un mode di�érent. En revanhe,l'état |nl〉 ave nl > 1 a un équivalent di�ile à trouver pour une partiulematérielle. Seules des dispositifs permettant de réaliser une ondensation deBose-Einstein sont à même d'aumuler plusieurs partiules matérielles dansle même état quantique.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 676.2 Propriétés des photons dans di�érents modesConsidérons maintenant les di�érents opérateurs que nous avons intro-duits i-dessus, et qui apparaissent tous omme des ombinaisons linéairesdes opérateurs nombre â†ℓâℓ, et peuvent s'érire :
0̂ =

∑

ℓ

αℓâ
†
ℓâℓ (3.128)où 0̂ est n'importe lequel des opérateurs Ĥ, P̂ or Ŝ. La forme de ette ex-pression implique que les états nombre dé�nis sur la base des ondes planesprogressives de polarisation irulaire |ℓ : nℓ〉 sont aussi des valeurs propresde 0̂ ave la valeur propre nℓαℓ.C'est e qui nous a amenés à onsidérer lesquantités αℓ omme attahées à haque photon individuel. L'opérateur 0̂ peutaussi s'érire en fontion des opérateurs de réation et d'annihilation dansune autre base de modes :

0̂ =
∑

m,m′

(∑

ℓ

αℓ(U
−1)m

ℓ U
ℓ
m′

)
b̂†mb̂m′ (3.129)que l'on ne peut en général érire omme une ombinaison linéaire des nou-veaux opérateurs nombre b̂†mb̂m. Il en résulte que les nouveaux états nombre

|m : nm〉 ne sont pas en général états propres de 0̂.Nous sommes don onduits à la onlusion que, dans le as général, lesphotons n'ont pas néessairement une énergie, une quantité de mouvementet un moment inétique bien dé�nis. Les propriétés des photons dépendentdon de la base de modes utilisée pour les dé�nir.Considérons par exemple l'énergie Ĥ, pour laquelle αℓ est égal à ~ωℓ.Un état à un photon ne sera un état propre de Ĥ que si la somme sur ℓne omporte que des modes de la même fréquene. On ne peut don pasattribuer une énergie bien dé�nie au photon émis par émission spontanéedont l'état est déterminé dans le hapitre 5, par exemple. Par ontre, onpeut montrer[2℄ que et état est un état propre du moment inétique orbital
L̂ lorsque le photon d'émission spontanée est émis depuis un état atomiqueexité |n, J,m〉 vers un état fondamental |n′, J ′, m′〉.6.3 L'état fondamental du hampL'état de plus basse énergie du hamp, |n1 = 0, ..., nl = 0, ...〉, noté |0〉,est appelé le vide (de photons). On devrait aussi l'appeler obsurité, ou noir :



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 68'est l'état du hamp lorsqu'on a oupé toutes les soures de lumière, y om-pris les soures thermiques (il faut don en prinipe refroidir l'eneinte à
T = 0K pour l'obtenir). On a alors :

Ĥ |0〉 =
∑

l

(
1

2
~ωl

)
|0〉 = Ev |0〉 (3.130)On onstate que et état a une énergie non nulle, appelée énergie du vide, ouénergie de point zéro, alors que l'énergie du vide (ou obsurité) lassique, dé�-nie par {αl = 0}, est nulle. Calulons la valeur moyenne du hamp életriquedans et état :

〈0| Ê (−→r , t) |0〉 = 0 (3.131)omme attendu, ar :
âl |0〉 = 0 〈0| â+

l = 0 (3.132)En revanhe,
〈0| −̂→E

2

(−→r , t) |0〉 =
∑

l

(El)
2 =

∑

l

~ωl

2ε0L3
(3.133)On onstate que la variane du hamp ∆E n'est pas nulle dans le vide :le vide est le siège de �utuations de hamp autour de zéro, qu'on appelle�utuations du vide.On voit que l'état du hamp appelé, de manière assez arbitraire, vide,possède des propriétés physiques partiulières. De manière imagée, on peutdire que le "vide" e n'est pas "rien". On peut par exemple le onstater enonsidérant l'état :

|Ψ〉 =
1√
2

(|1〉 + |0〉) (3.134)dans lequel on a "ajouté du vide" à un photon dans un mode donné, tous lesautres modes étant vides. Cet état possède des propriétés très di�érentes deelles de l'état à un photon |0〉. Par exemple, dans et état, 〈Ψ| −→E |Ψ〉 6= 0,alors que pour l'état à un photon, 〈1| −→E |1〉 = 0.La "présene du vide" se manifeste par di�érents e�ets mesurables :- Il onduit à des déplaements des niveaux atomiques. On sait en ef-fet que pour la plupart des atomes, le déplaement des niveaux atomiquessous l'e�et d'un hamp életrostatique ("e�et Stark") est proportionnel à E2,et que dans le vide E2 est non nul. De plus, dans l'atome d'hydrogène parexemple, e déplaement n'est pas le même dans les di�érents sous-niveauxd'une même multipliité de nombre quantique prinipal donné. Il y a alors



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 69une levée de dégénéresene induite par les �utuations du vide : 'est le dé-plaement de Lamb, ou Lamb shift, qui a été observé pour la première fois parLamb et Retherford en 1949 entre les niveaux 2S 1

2

et 2P 1

2

de l'hydrogène. Cefaible éart énergétique, de l'ordre de 1GHz, ne peut pas s'expliquer sans faireintervenir la théorie quantique de l'életrodynamique. Cette observation eutun très grand retentissement, ar elle montrait qu'on ne pouvait se onten-ter d'une théorie quantique de l'atome uniquement pour rendre ompte desrésultats expérimentaux .- Les propriétés magnétiques de l'életron sont modi�ées par la présenedu vide : des expérienes ontemporaines de elles de Lamb ont montréque son moment magnétique est légèrement di�érent de la valeur déduitede l'équation de Dira. Un alul perturbatif à l'ordre le plus bas de l'e�etdu vide sur l'életron montre que son moment magnétique ~̂M e ne vaut pas
2µB

~̂S/~, mais est égal à :
~̂M e = 2(1 +

α

2π
)
µB

~

~̂S (3.135)où ~̂S est le moment inétique de spin de l'életron, α la onstante de struture�ne et µB = q~/2m le magnéton de Bohr.- Le hamp �utuant du vide, lorsqu'il est en présene d'un atome ex-ité "stimule" son retour vers l'état fondamental. C'est l'émission spontanée,phénomène bien onnu ar failement observable, mais alulable seulementdans e adre. Nous reviendrons au hapitre 5 sur les deux phénomènes dedéplaement de niveau et d'instabilité ausés par le ouplage au rayonnementquanti�é.- Les �utuations du vide sont aussi à l'origine d'une fore, qui s'exereentre deux plaques ondutries parallèles prohes l'une de l'autre. En ef-fet, es plaques sont soumises à la pression de radiation des �utuations duvide de manière dissymétrique, puisqu'entre les deux plaques n'existent queles modes de résonane du Fabry-Perot, alors que tous les modes possiblesexistent à l'extérieur des deux plaques. Cette fore, attrative, est appeléefore de Casimir. Elle est proportionnelle à la surfae A onsidérée et a pourexpression :
FCasimir = −π

2~c

240

A

d4
(3.136)où d est la distane entre les plaques.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 70- Les �utuations du vide peuvent se oupler à d'autres états du hampà l'aide d'une lame semi-ré�éhissante : Celle-i, onsidérée lassiquement,oupe un faiseau inident en deux faiseaux d'amplitudes stritement égales.D'un point de vue quantique, elle superpose les �utuations du vide entrantde l'autre �té de la lame aux deux faiseaux sortants, et entraîne que esdeux faiseaux ne sont plus stritement identiques (e type de phénomènesera étudié plus en détail dans le ours du deuxième semestre d'optique quan-tique).Notons en�n le alul préis de presque tous es e�ets se heurte à des pro-blèmes de divergenes, dite atastrophes ultra-violettes : les expressions quidonnent l'énergie du vide ∑l
1
2
~ωl, les �utuations de hamp életrique duvide∑l

~ωl

2ε0L3 , le Lamb shift, onduisent à des quantités divergentes. Ce pro-blème, déelé dès les débuts de l'életrodynamique quantique, en a onstituél'énigme essentielle. Les physiiens avaient alors outume d'introduire uneoupure haute-fréquene ad-ho dans la somme sur les modes, argumentantque d'autres e�ets apparaissent dans la théorie lorsque ~ω devient supérieurà 2mc2. Le problème n'a vraiment été résolu qu'à la �n des années 40, lorsqueFeynman, Shwinger, Tomonoga trouvèrent indépendamment une méthodepour éliminer les in�nis de la théorie (dite méthode de "renormalisation"), ouplut�t pour les englober dans un petit nombre de quantités observables, paressene �nies (voir le ours de théorie des hamps). Ces méthodes permettentde prédire par exemple la valeur du Lamb shift ave une grande préision,valeur qui oïnide ave elle mesurée par toutes les expérienes de métrolo-gie de l'hydrogène faites jusqu'à e jour (la préision atuelle sur les mesuresde fréquenes de Bohr de l'hydrogène est de l'ordre de 10−13 !)7. Propriétés ondulatoires du hamp quantique : valeur duhamp életrique dans un état quantique7.1 Champ en représentation de HeisenbergNous nous sommes plaés jusqu'à présent en représentation de Shrö-dinger, dans laquelle les opérateurs sont indépendants du temps, et les étatsvariables dans le temps. L'analogie ave la desription lassique est plus failesi on se plae en représentation de Heisenberg, dans laquelle les opérateurssont variables, et les états indépendants du temps. On passe de l'une à l'autre



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 71par la transformation :
ÔH = eîHt�~ÔSe

−iĤt�~ (3.137)On a alors :
i~
d

dt
ÔH =

[
ÔH, Ĥ

] (3.138)Il nous su�t de onnaître l'expression de l'opérateur d'annihilation en repré-sentation de Heisenberg, qui évolue selon l'équation :
i~
d

dt
âl =

[
âl, Ĥ

]
=

[
âl, ~ωl

(
â+

l âl +
1

2

)] (3.139)On utilise l'expression suivante du ommutateur :
[
â, f(â+)

]
= f ′ (â+

) (3.140)pour en déduire :
i~
d

dt
âl = ~ω̂lâl (3.141)et �nalement :

âl (t) = âl (0) e−iωltave : âl(0) = (âl)S = âl. On retrouve la dépendane temporelle qui étaitelle de la quantité lassique équivalente.On en déduit l'expression de Ê(+)
H (−→r , t) :

−→̂
E

(+)

H (−→r , t) =
∑

l

iEl
−→ε le

i

(−→
k l.

−→r −ωlt

)

âl (3.142)L'opérateur hamp (hermitien) s'érivant :
−̂→
EH (−→r , t) =

−̂→
E

(+)

H +

(
−̂→
E

(+)

H

)† (3.143)Toutes es expressions sont formellement identiques à elles des grandeurslassiques équivalentes. Mais les opérateurs quantiques ne ommutent pasnéessairement. On a évidemment :
[
Ê

(+)
Hi (−→r , t) , Ê(+)

Hj

(−→r ′, t′
)]

= 0 (3.144)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 72pour toutes les omposantes artésiennes de l'opérateur vetoriel, ave i et
j égaux à x, y ou z. Mais e n'est pas le as pour l'opérateur hermitien−→
E (−→r , t). On peut montrer que :

[
ÊHi (−→r , t) , ÊHj

(−→r ′, t′
)]

6= 0 (3.145)si ∣∣∣−→r −−→
r′
∣∣∣ = c |t− t′|. L'expression exate du ommutateur est ompliquée.On la trouvera par exemple dans la référene (1).La onséquene essentielle de ette non-ommutation est qu'on ne peutdon pas trouver d'état du hamp qui soit état propre de l'opérateur hampéletrique pour tout −→r et pour tout t : un état propre pour une valeur de

(−→r , t) donnée ne le sera plus un peu plus loin, ou un peu plus tard. Enthéorie quantique, le hamp életrique est ainsi une quantité qui, dans toutétat quantique, présente des �utuations d'origine quantique lorsqu'on varie
−→r ou t. Le vide en est un exemple : l'existene des �utuations du vide estdue au fait que dans et état, on ne peut pas avoir :

−→
E (−→r ,−→t ) ≡ 0 ∀−→r , ∀tOn voit ainsi que les règles de ommutation quantique imposent des ontraintessur les résultats des mesures e�etuées sur les hamp életromagnétiques,dont les onséquenes physiques seront détaillées dans le ours d'optiquequantique du deuxième semestre.7.2 Cas de l'état nombre ou état de FokRevenons à l'état propre de l'hamiltonien :
|Ψ〉 = |n1, ...., nl, ...〉que l'on appelle souvent état nombre, ou état de Fok. Comme âl |Ψ〉 =√

nl |n1, ..., nl − 1, ...〉, on a :
〈Ψ| âl |Ψ〉 = 0Il en résulte que :

〈Ψ|E (−→r , t) |Ψ〉 = 0 ∀t ∀−→r (3.146)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 73Le hamp életrique est don nul en moyenne dans les états nombre, ommedans un hamp ayant une ohérene temporelle nulle. Il s'avère que es étatssont très pratiques pour les aluls, ar ils sont simples à manipuler mathé-matiquement, mais e sont des états aux propriétés étranges (on parle d'étatsnon-lassiques), ar ils onduisent à des e�ets physiques souvent très di�é-rents de eux prévus par l'életromagnétisme lassique. Ils sont en outre trèsdi�iles à produire (sauf n = 0) : l'état nombre nl = 1, omme nous le ver-rons ultérieurement, est produit par l'émission spontanée d'un seul atome.Il s'agit d'une proédure expérimentale généralement ompliquée, mais ou-rante maintenant. Quelques rares expérienes ont produit des états à deuxphotons. Des états de Fok ave nl très grand n'ont jamais été produits (voirours de deuxième semestre)Il existe aussi des états nombres "multimodes", 'est à dire des étatspropres du nombre total de photons
N̂ =

∑

l

N̂l (3.147)Les états de Fok sont de tels états, mais ils ne sont pas les seuls. Par exempleles états :
|Ψ〉 =

∑
cn1...nl

|n1..., nl〉 (3.148)ave ∑nl = N sont états propres de N̂ ave la valeur propre N , mais passéparément de haque N̂l. De tels états ne sont don pas stationnaires. Unexemple important est l'état à un photon multimode :
|Ψ1〉 =

∑

l

cl |0...1...〉 (3.149)où le 1 est dans le mode ourant l. Cet état dérit une sorte de "paquet d'ondeà un photon", prohe de l'idée qu'on peut se faire du orpusule "photon"se déplaçant à la vitesse de la lumière. mais la forme spatio-temporelle de epaquet d'onde, et don du "photon", n'est pas intrinsèque : elle dépend duhoix des cl.Il n'existe pas d'état dans lequel le hamp (et don le photon) est loaliséexatement en un point de l'espae. En e�et un tel état serait aratérisé parun hamp életrique de la forme :
−→
E (−→r ) =

−→
E 0δ (−→r −−→r 0)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 74soit dans l'espae réiproque :
−→E
(−→
k
)

=
−→
E 0e

i
−→
k .
−→r 0qui n'est pas un hamp transverse (−→E 0 n'est pas orthogonal à −→

k pour tout−→
k ). En d'autres termes, la fontion delta ne fait pas partie du sous-espaedes hamps vetoriels transverses. Le paquet d'onde du photon peut être lo-alisé dans des volumes d'autant plus faibles qu'on superpose des modes delongueurs d'onde de plus en plus petites, mais il ne peut pas être rigoureuse-ment loalisé en un point (lassiquement, on ne peut pas foaliser un hampen un point). Comme il n'y a pas d'état loalisé |−→r 0〉, il n'y a don pas defontion d'onde du photon à proprement parler 〈−→r 0| Ψ〉.7.3 Cas d'un état quelonqueConsidérons l'état général :

|Ψ〉 =
∑

n1,..nl

cn1...nl... |n1..., nl,...〉 (3.150)On voit failement que :
〈Ψ| −̂→E (−→r , t) |Ψ〉 =

∑

l

αl
−→ε le

i(
−→
k l.

−→r −ωlt) + comp.conj. (3.151)où le nombre omplexe αl est donné par :
αl =

∑

n1

...
∑

nl

...i
√
nlCn1...nl...C

∗
n1...nl−1...El (3.152)(Il vaut zéro pour un état nombre). Il en résulte que, dans n'importe quel étatquantique, la valeur moyenne du hamp évolue omme le hamp lassique.On ne peut don distinguer les di�érents états quantiques, dans et immenseespae de Hilbert, sur la valeur moyenne qu'ils donnent au hamp. Ce qui lesdi�érenie sont :- les varianes, 'est-à-dire les �utuations quantiques autour de la valeurmoyenne, ∆E(−→r , t), ainsi que les moments d'ordre supérieur de la distribu-tion de probabilité ;- les orrélations entre deux mesures di�érentes < −̂→

E (−→r , t) −̂→E
(−→r ′, t′

)
>,et les orrélations d'ordre supérieur, entre plus de deux observables.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 757.4 Cas de l'état ohérentL'état du hamp appelé état ohérent (ou état quasi-lassique, ou étatde Glauber) est l'état qui donne aux mesures e�etuées sur une hamp leursvaleurs "les plus lassiques". Ce sont en partiulier des états pour lesquelsles orrélations
<

−̂→
E (−→r , t) −̂→E

(−→r ′, t′
)
>sym − <

−→
E (−→r , t) >< −→

E
(−→r ′, t′

)
>sont minimales pour toutes valeurs de −→r , −→r ′, t, t′.État ohérent monomode : On se restreint tout d'abord au sous-espaeorrespondant aux états d'un mode de 1 donné.Par dé�nition, un état ohérent est un état propre de âl :

âl |α〉 = α |α〉 (3.153)Ses propriétés seront étudiées en détail en TD. On montre que le spetredes valeurs propres α est l'ensemble des nombres omplexes, et qu'il a ladéomposition suivante sur la base des états de Fok :
|α〉 =

(∑

n

αn

√
n!

|0....0, n, 0...〉
)
e−|α|2�2 (3.154)où n est dans le mode l uniquement. Le vide est en partiulier l'état ohérentde valeur propre 0. On montre aisément que :

<
−̂→
E (−→r , t) −̂→E

(−→r ′, t′
)
>sym − <

−→
E (−→r , t) >< −→

E
(−→r ′, t′

)
>= E2

l (3.155)où −→̂
E l(

−→r , t) est la restrition au mode l de l'opérateur hamp életrique. Enpartiulier :
∆2El = E2

lLa variane des �utuations du hamp életrique dans un état ohérent estindépendante de 〈El〉. Elle est égale aux �utuations du vide dans e mode.Pour des hamps intenses ∆El devient négligeable en valeur relative devant
〈El〉. On se trouve alors à la limite de l'életromagnétisme lassique, où onpeut négliger les �utuations quantiques.Rappelons ertaines propriétés des états ohérents, dont on trouvera ladémonstration dans les référenes données au début de e ours :



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 76- On peut les onstruire à partir du vide :
|α〉 = D̂(α) |0〉ave

D̂(α) = exp
[
αâ+

l − α∗âl

]

D̂(α), équivalent de l'opérateur de translation = e−ip̂.
x0
~ pour l'osillateurharmonique matériel, est appelé opérateur de déplaement. On peut montreren e�et que :

D̂†(α)âD̂(α) = â+ α- On peut déomposer tout état sur les états ohérents. On a en e�et larelation de fermeture :
1

π

∫∫
|α〉 〈α| d(Reα)d(Imα) = 1qui permet d'érire :

|Ψ〉 =

∫
f(α) |α〉 d2αmais ette déomposition n'est pas unique : l'ensemble des états ohérentsest "sur-omplet".- Les états ohérents ne sont pas orthogonaux entre eux :

〈α| α′〉 = exp

(
−|α|2

2
− |α′|2

2
− α′α+∗

)et :
|〈α′| α〉|2 = e−|α−α′|2Ils sont ependant pratiquement orthogonaux dès que |α− α′|〉 > 2Les états ohérents sont les états les plus failes à produire expérimenta-lement :- Les soures lassiques de rayonnement életromagnétique (antenne, souremiro-onde, ...) produisent e type d'état ;- La plupart des lasers, lorsqu'ils fontionnent très au dessus du seuil,produisent e type d'état ;- Toutes les soures habituelles (lampes thermiques ou à déharge) pro-duisent des hamps qu'on peut onsidérer omme des superpositions statis-tiques d'états ohérents ;- Un état lumineux quelonque très fortement atténué se rapprohe d'unétat ohérent.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 77État ohérent multimode : Les états ohérents |Ψcoh〉 sont alors dé�nisomme états propres de l'opérateur hamp omplexe −̂−→
E(+)(−→r , t), 'est-à-dire :

−̂−→
E(+)(−→r , t) |Ψcoh〉 =

〈−̂−→
E(+)(−→r , t)

〉
|Ψcoh〉 (3.156)Les états produits tensoriels |α1, ...αl, ...〉 sont des as partiuliers d'étatsohérents multimodes, mais il y en a beauoup d'autres. Par exemple, l'état :

|Ψcoh〉 =
∑

l

cl |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ ...⊗
∣∣∣∣
E0

El

〉
⊗ ...où ∣∣∣E0

El

〉 est un état ohérent monomode dans le mode l, est état propre de
−−→
E(+) ave la valeur propre E0.La variane du hamp dans les états ohérents multimodes est donnéepar :

∆2E =
∑

l

E2
l (3.157)Elle est égale à elles des �utuations du vide multimode, et e quelle quesoit la valeur moyenne du hamp.8. Desription du hamp quantique par la fontion de Wigner8.1 De�nitionsLa matrie densité qui dérit l'état quantique d'un hamp, même mono-mode, est di�ile à manipuler, ar elle est de dimension in�nie. On préfèresouvent utiliser des fontions de distribution de quasi-probabilité, qui sontdes fontions réelles de deux variables réelles, et qui, elles-aussi, dériventomplètement un état quantique monomode. Nous nous restreindrons ii à ladesription d'une d'entre elles, la fontion de Wigner, qui est la plus pratiquequand on s'intéresse aux mesures d'intensité et de quadrature sur les hamps.Rappelons l'expression de l'opérateur déplaement, aussi appelé opéra-teur de Weyl :

D̂(λ) = eλâ†
ℓ−λ∗âℓ (3.158)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 78Si on utilise les quantités réelles u, v dé�nies par λ = (v − iu)/
√

2, et opé-rateur s'érit aussi :
D̂(u, v) = e−i(uq̂ℓ+vp̂ℓ) (3.159)où les opérateurs hermitiens q̂ℓ et p̂ℓ, donnés par :

q̂ℓ =
âℓ + â†ℓ√

2
; p̂ℓ = −i âℓ − â†ℓ√

2
; âℓ =

q̂ℓ + ip̂ℓ√
2

(3.160)sont les versions sans dimension des opérateurs de quadrature du hamp quenous avons introduits préédemment. Nous les appellerons aussi par extensionopérateurs quadrature. Ce sont des opérateurs qui ne ommutent pas entreeux et dont les varianes obéissent à une inégalité de Heisenberg :
[q̂ℓ, p̂ℓ] = i ; ∆qℓ∆pℓ ≥

1

2
(3.161)

D̂ est l'opérateur qui "déplae" l'opérateur de réation et les opérateursquadrature :
D̂âℓD̂

† = âℓ + λ ; D̂q̂ℓD̂
† = q̂ℓ + v ; D̂p̂ℓD̂

† = p̂ℓ − u (3.162)La fontion de Wigner est dé�nie omme la transformée de Fourier de lavaleur moyenne de l'opérateur déplaement :
W (α) =

1

π2

∫
d2λTr

[
ρD̂(λ)

]
eλα∗−λ∗α (3.163)

W (q, p) =
1

(2π)2

∫
dudvTr

[
ρD̂(u, v)

]
ei(uq+vp) (3.164)D'autres normalisations de ette fontion existent dans la littérature. Notonsque es dé�nitions peuvent s'utiliser aussi en remplaçant la matrie densité

ρ par n'importe quel opérateur hermitien Â. On dé�nit ainsi une fontion deWigner WÂ(q, p) assoiée à l'observable Â. On trouve failement que :
W1̂ℓ

(q, p) =
1

2π
; Wq̂ℓ

(q, p) =
1

2π
q; Wp̂ℓ

(q, p) =
1

2π
p (3.165)où 1̂ℓ est l'opérateur identité dans le mode ℓ.b- Propriétés



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 79Beauoup d'entre elles sont la onséquene d'un important théorème quipermet de aluler la trae d'un produit de deux observables en fontion dureouvrement des deux fontions de Wigner assoiées :
TrÂB̂ = 2π

∫
dpdqWÂ(q, p)WB̂(q, p) (3.166)On en déduit les propriétés suivantes :� 1) Si on prend Â = ρ, B̂ = 1̂ℓ, on trouve que la fontion de Wigner estnormalisée à 1 :

∫
dαW (α) =

∫
dqdpW (q, p) = 1 (3.167)� 2) Si on prend Â = ρ1, B̂ = ρ2, on trouve une expression pour le produitsalaire Trρ1ρ2 entre les deux états (égal à to |〈ψ1|ψ2〉|2 dans le as dedeux états purs) :

Trρ1ρ2 = 2π

∫
dpdqW1(q, p)W2(q, p) (3.168)Cette relation a une onséquene importante : quand deux états purssont orthogonaux, 〈ψ1|ψ2〉 = 0, et don le reouvrement des fontionsde Wigner orrespondantes est nul. Cei ne peut se produire que sil'une de es deux fontions omporte une partie négative. Une fon-tion de Wigner peut don prendre aussi bien des valeurs positives quenégatives.� 3) Si on prend Â = ρ, B̂ = ρ, on trouve une expression pour la puretéde l'état :

P = Trρ2 = 2π

∫
dqdp(W (q, p))2 (3.169)� 4) Si on prend Â = ρ, B̂ = q̂ℓ ou B̂ = p̂ℓ, on trouve que la valeurmoyenne des opérateurs de quadrature est l'intégrale de la quantitélassique orrespondante pondérée par la fontion de Wigner de l'état :

〈q̂ℓ〉 =

∫
dqdp qW (q, p) 〈p̂ℓ〉 =

∫
dqdp pW (q, p) (3.170)On peut montrer plus généralement que la valeur moyenne de toutproduit symétrisé de n1 opérateurs q̂ℓ et n2 opérateurs p̂ℓ, que nous
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ℓ p̂n2

ℓ ) 7, s'érit omme l'intégrale de la quantité lassiqueorrespondante qn1pn2 pondérée par la fontion de Wigner. Cette ex-pression, analogue à elle d'une valeur moyenne, nous inite à interpré-ter la fontion de Wigner omme une distribution de probabilité. Maisil ne peut s'agir d'une distribution lassique, pare que les variables qℓet pℓ sont omplémentaires au sens de Bohr : les opérateurs orrespon-dants ne ommutent pas, et il n'existe auun état quantique qui donneune valeur parfaitement déterminée à es deux grandeurs simultané-ment. La fontion de Wigner a néessairement une extension minimaledans l'espae des phases. De plus, la fontion de Wigner ne peut êtreune distribution de probabilité au sens lassique, pare qu'elle prenddes valeurs négatives. C'est la raison pour laquelle on l'appelle densitéde quasi-probabilité.� 5) La valeur moyenne de l'opérateur q̂ℓ, par exemple, peut aussi s'érire :
〈q̂ℓ〉 =

∫
dq q Proba(q) (3.171)où Proba(q) est la quantité :

Proba(q) =

∫
dpW (q, p) (3.172)Cette quantité, dont on montre qu'elle est positive, apparaît alors ommela "vraie" probabilité (on parle de "probabilité marginale") de trouverla valeur q quand on mesure l'opérateur q̂ℓ.- ExemplesLes fontions de Wigner du vide et de l'état ohérent |α > s'érivent :

W0(q, p) =
1

π
e−(p2+q2) ; Wα(q, p) =

1

π
e−((p−p0)2+(q−q0)2) (3.173)Ce sont des Gaussiennes de même largeur, entrées en 0 pour le vide, etautour des valeurs moyennes q0 =< α|q̂ℓ|α >, p0 =< α|p̂ℓ|α > pour l'étatohérent. Elles prennent des valeurs partout positives.7 l'opérateur symétrisé S (q̂n1

ℓ p̂n2

ℓ ) est obtenu en sommant tous les termes possibles égauxau produit de n1 opérateurs q̂ℓ et n2 opérateurs q̂ℓ dans n'importe quel ordre et en divisantle résultat par le nombre de termes. Par exemple S(q̂ℓp̂ℓ) = (q̂ℓp̂ℓ + p̂ℓq̂ℓ)/2
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Fig. 3.2: Fontion de Wigner d'un état ohérentLes fontions de Wigner des états nombres |n > s'érivent :
Wn(q, p) = (−1)n 1

π
e−(p2+q2)Ln(2p2 + 2q2) (3.174)

W0(q, p) =
1

π
e−(p2+q2) ; W1(q, p) =

1

π
(2p2 + 2q2 − 1)e−(p2+q2)où Ln est le polynome de Laguerre. On remarque en partiulier que W1(q =

0, p = 0) = −2/π. Cette fontion de Wigner est négative à l'origine, e quionfère à l'état à un photon, et aux états nombres en général, un aratère"enore plus quantique" qu'au vide par exemple.9. Hamiltonien d'interation entre atome et hamp quantiqueNous avons maintenant tous les éléments pour résoudre le problème del'interation matière-rayonnement dans toute sa généralité. Dans ette se-tion introdutive, nous allons nous restreindre toutefois au as où le systèmeest seulement életromagnétique : le système hamp + atome sera pris isolé,et les phénomènes de relaxation dus aux ollisions entre atomes, ou à l'inter-ation ave le réseau ristallin, seront négligés.
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Fig. 3.3: Fontion de Wigner de l'état à un photon9.1 Hamiltonien d'interation lassique en jauge de CoulombOn trouvera dans la référene ([2℄) un exposé détaillé de es points. Consi-dérons un ensemble de harges qi de masses mi, de oordonnées −→ri et de vi-tesses −→vi dépendant du temps. L'énergie totale du système atome + hargess'érit de manière générale :
H =

∑

i

1

2
mi

−→vi
2 +

ε0

2

∫

(V )

d3r(
−→
E

2
+ c2

−→
B

2
) (3.175)Le système étant isolé, H est une onstante du mouvement. La jauge deCoulomb permet de séparer naturellement dans les hamps une partie longi-tudinale "életrostatique" liée aux harges et une partie transverse liée auxhamps de rayonnement. On peut érire �nalement :

H =
∑

i

1

2mi

(−→pi − qi
−→
A (−→ri , t)

)2

+ Vcoulomb (3.176)
+
ε0

2

∫

(V )

d3r

(
(
∂
−→
A (−→r , t))
∂t

)2 + c2(
−→
rot

−→
A (−→r , t)))2

) (3.177)9.2 Hamiltonien "semi-quantique"On fait enore une fois la moitié du hemin, mais ette fois l'autre : (−→p ,−→q )restent lassiques, mais les quantités életromagnétiques (potentiel veteur
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−→
A (−→r i, t) et énergie du hamp libre) deviennent des opérateurs quantiquesfontion des opérateurs d'annihilation et de réation de photons :
ĤSQ =

∑

i

1

2mi

(
−→pi (t) − qi

−̂→
A (−→r i, t))

)2

+ Vcoulomb +
∑

l

~ωl(â
+
l âl +

1

2
)(3.178)L'hamiltonien ĤSQ est alors un opérateur agissant sur l'espae des seulesvariables du hamp {| n1, ..., nl, ...〉}. Ce type d'approhe est utile quand onn'a pas a�aire à des atomes isolés mais à des "antennes" produisant un ou-rant −→j (−→r , t) lassique qui est non perturbé par l'émission et l'absorption dephotons. Le terme ∑i

qi

mi

−→p i(t).
−̂→
A (−→r i, t) peut alors se mettre sous la formede l'intégrale ∫ ∫ ∫ d3r

−→
j (−→r , t).−̂→A (−→r , t), et l'hamiltonien s'érit alors, en né-gligeant le terme quadratique en potentiel veteur et en retirant l'énergie dela matière qui est onstante :

Ĥ ′
SQ = −

∫ ∫ ∫
d3r

−→
j (−→r , t).−̂→A (−→r , t) +

∑

l

~ωl(â
+
l âl +

1

2
) (3.179)Supposons par exemple que le ourant soure osille à la fréquene ω. L'inté-grale portant sur le ourant, à l'approximation des grandes longueurs d'ondeoù −→

kl .−→r << 1, s'érit alors :
ĤSQ,int =

∑

l

(â+
l + âl)(Ale

−iωt + A∗
l e

iωt) (3.180)où Al est une onstante qui dérit le reouvrement du mode ave la distri-bution du ourant. On a don a�aire ii, omme dans le as semi-lassiquedéveloppé préédemment, à un hamiltonien dépendant du temps, ette fois-ià ause de la dépendane temporelle imposée du mouvement des harges, etnon plus de elle du hamp életromagnétique. Dans le as d'une osillationà la fréquene ω, on sait que ette dépendane temporelle va essentiellementinduire des transitions vers des niveaux d'énergie distants de ±~ω du ni-veau initial. On peut don restreindre l'évolution du hamp à l'intérieur desmodes de fréquene ω. Nous supposerons de plus que la géométrie du ourantest telle qu'un seul de es modes, indexé par l0 est exité par les ourants.L'hamiltonien semi-quantique s'érit alors :
ĤSQ = ~ωâ+

l0
âl0 + (â+

l0
+ âl0)(Al0e

−iωt + A∗
l0
eiωt) (3.181)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 84Plaçons-nous en représentation d'interation, e qui a pour e�et de tenir au-tomatiquement ompte de l'évolution libre de l'opérateur âl0(t) = âl0(t)e
−iωt :

̂̃HSQ = eiĤlibre/~ĤSQe
−iĤlibre/~ (3.182)où Ĥlibre = ~ωâ+

l0
âl0 . On obtient :

̂̃HSQ = â+
l0
Al0 + âl0A

∗
l0

+ â+
l0
A∗

l0
e2iωt + âl0Al0e

−2iωt (3.183)Nous allons négliger les deux derniers termes, "anti-résonnants", osillantà des fréquenes très élevées, par rapport aux deux premiers termes, quisont indépendants du temps, et dont l'e�et s'aumule au ours du temps(approximation séulaire). L'hamiltonien est alors indépendant du temps, etl'état du hamp à l'instant t est onnu quand on onnaît son état |Ψ0 > àl'instant initial. Il s'érit :
|Ψ(t) >= e

−i(â+

l0
Al0

+âl0
A∗

l0
)t/~|Ψ0 > (3.184)L'opérateur d'évolution en représentation d'interation n'est autre que l'opé-rateur déplaement D̂(α0(t)) que nous avons introduit au moment de l'in-trodution des états ohérents, ave α0(t) = −iAl0t/~. Si son état initial estle vide, le hamp se trouve don à tout instant dans un état ohérent, pluspréisément dans l'état |α0(t) >. Le hamp életrique omplexe dans et étata pour valeur moyenne dans et état :

<
−→̂
E

(+)

(−→r , t) >=
ωAl0t

2ǫ0L3
−→ε l0e

i

(−→
k l.

−→r −ωlt

) (3.185)En insérant l'expression exate de Al0 , il est faile de voir que la valeurmoyenne du hamp quantique est égale au hamp qu'on alulerait dire-tement à partir des équations de Maxwell. L'aspet quantique du hamprayonné par une soure lassique réside don simplement dans ses �utua-tions autour de la valeur moyenne, qui sont égales aux �utuations du vide.9.3 Hamiltonien quantique du système atome+hampIl s'érit :
Ĥ =

∑

i

1

2mi

(−→̂
pi − qi

−̂→
A (−̂→r i)

)2

+ Vcoulomb +
∑

l

~ωl(â
+
l âl +

1

2
) (3.186)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 85On a maintenant un hamiltonien sur l'espae de Hilbert produit tensoriel del'espae de Hilbert de l'atome par elui des états du hamp, dont un veteurquelonque de la base naturelle s'érit :
|i〉 ⊗ |n1, ..., nl, ...〉 = |i;n1, ..., nl, ...〉où |i〉 est un état stationnaire quelonque de l'atome. On voit que l'opérateur

−̂→pi n'agit que sur l'atome, et que les opérateurs â+
l âl n'agissent que sur lehamp, alors que

−̂→
A (−̂→ri ) =

∑

l

√
~

2ε0ωlL3
−→εl âle

i
−→
kl .

−̂→ri + herm.conj (3.187)agit sur les deux parties de l'espae de Hilbert. Si on développe l'expression,on trouve �nalement :
Ĥ = Ĥat + Ĥray + Ĥint (3.188)
Ĥat =

∑

i

p2
i

2mi

+ Vcoulomb Ĥray =
∑

l

~ωl

(
â+

l âl +
1

2

)(3.189)
Ĥint = Ĥi1 + Ĥi2 (3.190)
Ĥi1 = −

∑

i

qi
mi

−̂→pi .
−→
A (−̂→ri ) Ĥi2 =

∑

i

q2
i

2mi

−̂→
A (−̂→ri )

2 (3.191)9.4 Hamiltonien dipolaire életriqueA la limite des grandes longueurs d'onde, où λ est très grand devant lesdimensions de l'atome, −→r electron ≈ −→
Rnoyau. On peut alors faire une trans-formation unitaire sur l'hamiltonien pour obtenir le hamiltonien dipolaireéletrique, qui s'érit :

Ĥ = Ĥ ′
at + Ĥray + Ĥ ′

int (3.192)
Ĥ ′

int = −−̂→
D.

−̂→
E (

−̂→
R noyau) (3.193)

Ĥ ′
at = Ĥat + Edip (3.194)

Edip étant un terme d'énergie propre onstant, qui peut être retiré de l'énergietotale. Si on ne s'intéresse pas au mouvement global de l'atome, −→R noyau est�xe et pris pour origine des oordonnées. Il reste alors :
Ĥ ′

int = −−̂→
D.

−̂→
E (−→r =

−→
0 ) (3.195)



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 86Le hamp életrique est alors un opérateur n'agissant que sur les états duhamp. Si en revanhe l'atome n'est pas immobile, −̂→E (
−̂→
R noyau) agit aussisur les variables externes : il peut y avoir mouvement global dû à l'intera-tion matière-rayonnement (ralentissement, refroidissement), qui sera étudiéen ours d'option du deuxième semestre.9.5 Considérations générales- A la di�érene de l'approhe du hapitre 2, l'atome n'est pas seul àévoluer, en présene d'un hamp appliqué de l'extérieur et qui n'est pas a�etépar l'interation : les deux systèmes sont a�etés par l'interation et sontsuseptibles d'évoluer.- Les deux hamiltoniens que nous venons d'introduire sont indépendantsdu temps, puisqu'ils dérivent un système isolé. Il y a là une très importantedi�érene par rapport à l'hamiltonien semi-lassique et l'hamiltonien semi-quantique, qui dépendaient sinusoïdalement du temps. Le système atome-hamp possède don des énergies propres Eλ et des états propres |Ψλ〉, quis'érivent :

|Ψλ〉 =
∑

Ci;n1,...,nl,... |i;n1, ..., nl,...〉 (3.196)Un tel veteur ne peut en général pas se fatoriser :
|Ψλ〉 6= |Ψat〉 ⊗ |Ψrayt〉 (3.197)Il ontient don de très fortes orrélations quantiques entre l'atome et lehamp. Si on se plae du point de vue de l'atome, on dira que l'atome est enquelque sorte "habillé" par le hamp qui l'entoure et ave lequel il interagit.

Eλ est alors l'énergie de l'atome habillé.- S'il y a des spins, il ne faut pas oublier de rajouter les termes d'intera-tion orrespondants : ∑

i

gi
µB

~

−→
Si
−̂→
B (

−→
Rnoyau) (3.198)où gi est le fateur gyromagnétique (2 pour l'életron), et −→Si l'opérateur spinde l'életron.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 8710. Proessus d'interation10.1 Position du problèmeOn suppose qu'à l'instant t = 0 il n'y a pas de ouplage entre l'atomeet le hamp. Les états stationnaires du système sont alors les états "atome-hamp" : |i;n1, ...nl, ...〉. On "branhe" ensuite l'interation, et on herheà savoir dans quel état se trouve le système au bout d'un ertain temps T .Comme on ne veut faire qu'une exploration qualitative des di�érents proes-sus possibles, on adoptera ii une approhe perturbative, et on envisagerasuessivement les deux premiers ordres du développement perturbatif.- Au premier ordre de la théorie des perturbations, la probabilité de tran-sition de l'état atome-hamp i vers l'état atome-hamp f , Pi→f , est propor-tionnelle à l'élément de matrie ∣∣∣〈i| Ĥint |f〉
∣∣∣
2. D'autre part les transitions sefont à énergie onstante ar l'hamiltonien est indépendant du temps.-Au deuxième ordre de la théorie des perturbations, la probabilité detransition Pi→f est proportionnelle à :

∣∣∣∣∣
∑

r

〈i|Hint |r〉
1

Ei − Er

〈r|Hint |f〉
∣∣∣∣∣

2 (3.199)où |r〉 est un niveau "relais" quelonque du système atome-hamp, toujoursave la ontrainte de onservation de l'énergie pour les niveaux initiaux et�naux (mais pas intermédiaires) de la transition : |Ei −Ef | < 2π~

T
. Notonsque le proessus est d'autant plus e�ae que Er ≈ Ei = Ef .10.2 Proessus du premier ordreOn va utiliser ii l'hamiltonien dipolaire életrique et se plaer dans le assimple d'un atome à un életron, supposé immobile à l'origine des oordon-nées et de masse in�nie. On a alors

Ĥ ′
int = −i

∑

l

El
−̂→
D.−→ε l(âl − â+

l ) (3.200)en supposant −→ε l réel. Rappelons que, dans un atome, les seuls élémentsde matrie du dip�le éventuellement non nuls sont les éléments non diago-naux 〈a| −̂→D.−→εl |b〉. L'état |a;n1..., nl, ...〉 est don onneté à tous les états
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|b;n1, ...nl ± 1, ...〉 pour toutes les valeurs de l ave la ontrainte

Ea +
∑

l′

nl~ωl = Eb +
∑

l′

nl′~ωl′ ± ~ωl (3.201)Dans le as du signe moins, on a Eb = Ea + ~ωl. Il y a exitation del'atome, ave annihilation d'un photon dans le mode l, don absorption durayonnement. L'élément de matrie orrespondant est √
nl 〈b| −̂→D.−→εl |a〉. Laprobabilité du proessus est don proportionnelle à nl, 'est-à-dire à l'énergiedu hamp. Dans le as du signe plus, on a Eb = Ea−~ωl. Il y a désexitationde l'atome, ave réation d'un photon dans le mode l, don émission stimulée.L'élément de matrie orrespondant est √nl + 1 〈b| −̂→D.−→εl |a〉. La probabilitédu proessus est don proportionnelle à nl +1. Si nl +1 est grand, la proba-bilité du proessus d'émission stimulée est aussi proportionnelle à l'énergiedu hamp. Mais e proessus est possible même si nl = 0, don dans le vide :il s'agit alors du proessus d'émission spontanée, que nous étudierons plusen détail dans le hapitre suivant.La probabilité de transition pour es di�érents proessus est aussi pro-portionnelle à l'élément de matrie atomique ∣∣∣∣〈b| −̂→D.−→εl |a〉
∣∣∣∣
2, qui peut êtrenul entre ertains niveaux atomiques. Il n'y a pas de transition possible danse as au premier ordre de perturbation. Il y a don des règles de séletion,dépendant de la polarisation du hamp −→εl , qui sont les mêmes qu'en théoriesemi-lassique, et que nous rappelons ii :- as de la polarisation π (linéaire parallèle à l'axe Oz de quanti�ationdes sous-niveaux Zeeman)

∆m = 0 ∆l = ±1 ∆J = 0 ± 1- as de la polarisation σ+ (irulaire direte dans le plan xOy)
∆m = 1 ∆l = ±1 ∆J = 0 ± 1- as de la polarisation σ− (irulaire inverse dans le plan xOy)

∆m = −1 ∆l = ±1 ∆J = 0 ± 1



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 8910.3 Proessus du deuxième ordreLe terme d'interation −→
E .

−→
D fait passer de l'état |a;n1...nl, ...〉 à l'étatintermédiaire |b;n1...nl ± 1, ...〉, puis à l'état �nal |c;n1...nl ± 1, nl′ ± 1, ...〉,ou bien à l'état |c;n1..., nl ou nl ± 2, ...〉, ave la ontrainte :

Ea = Ec ± ~ωl ± ~ωl′ (3.202)(ave éventuellement l = l′) et la ondition :
〈a| −̂→D.−→εl |b〉 〈b| −̂→D.−→εl′ |c〉 6= 0 (3.203)Remarquons qu'on peut maintenant avoir c = a. Il y a don deux types deproessus :- Les proessus élastiques, où |c〉 = |a〉. Il y a onservation de l'état ato-mique, et néessairement ωl = ωl′. La transition s'e�etue de l'état |a;n1..., nl, ...〉à l'état |a;n1..., nl − 1, ..., nl′ + 1, ...〉. Un photon disparaît, un autre apparaîtde même énergie, mais de −→
kl di�érent. Il s'agit d'un proessus de di�usionélastique. La probabilité de transition est proportionnelle à nl(nl′ +1). Il fautdon néessairement qu'il y ait des photons dans l'état initial, mais on peutavoir nl′ = 0 pour le mode du photon émis. Il s'agit alors d'une di�usionspontanée. Dans le as nl′ 6= 0, la di�usion, dite stimulée, est évidemmentbeauoup plus e�ae.- Les proessus inélastiques, où |c〉 6= |a〉 (ave Ec 6= Ea).- Lorsque Ea = Ec ± 2~ωl, il y a transition à deux photons, soit enabsorption, soit en émission. La probabilité de es deux proessus est respe-tivement proportionnelle à nl(nl−1) et (nl +1)(nl +2). Par un raisonnementanalogue aux préédents, on voit qu'il y a possibilité d'émission spontanée àdeux photons, lorsque les règles de séletion interdisent l'émission spontanéeà un photon : 'est le as du niveau 2S1�2 de l'hydrogène. Pour es proessusà deux photons, on applique deux fois les règles de seletion. On a don enpartiulier : ∆l = 0,±2.- Lorsque Ea = Ec ± (~ωl + ~ωl′), il y a transition à deux photons avedeux photons "inégaux", dont les aratéristiques sont très analogues au aspréédent.- Lorsque Ea = Ec+(~ωl−~ωl′), la transition se fait de l'état |a;n1..., nl...〉à l'état |c;n1..., nl + 1, ..., nl′ − 1〉. Enore une fois, un photon apparaît unautre disparaît, mais de fréquene di�érente : il, s'agit maintenant de di�u-sion inélastique ou di�usion Raman. Celle-i peut être spontanée, si nl = 0,



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 90ou stimulée, si nl 6= 0. Ce proessus a une grande importane en spetroso-pie.11. PhotodétetionLes observables que nous avons introduites jusqu'ii ne orrespondent pasnéessairement à des observations réalisables dans l'état atuel de la tehno-logie. En partiulier le hamp életrique d'une onde lumineuse, à ause dela très grande rapidité de son osillation, n'est pas diretement mesurable,alors que elui d'une onde radiofréquene, qui osille beauoup moins vite, estmesurable (jusqu'à des fréquenes ν de l'ordre de 100GHz environ). Jusqu'àprésent, on n'a pas mis au point d'"osillosope à hamp optique", et on me-sure seulement des quantités moyennées sur un grand nombre d'osillationsdu hamp optique :- Les bolomètres, les pelliules photographiques ou l'oeil sont sensibles àl'énergie du hamp, même très faible, ave une sensibilité qui dépend de lalongueur d'onde et s'annule à l'extérieur d'une bande de pulsation ∆ω. Cesdéteteurs, quali�és de déteteurs "énergétiques", mesurent l'observable Ĥ ,plus préisément sa restrition aux modes inlus dans la bande ∆ω.- D'autres photodéteteurs sont basés sur une transition d'un état disretvers un ontinuum sous l'e�et du hamp inident. Dans les photomultipli-ateurs, le rayonnement inident ionise les atomes métalliques de la surfaesensible. Les életrons ainsi libérés sont ensuite multipliés par un proessusd'avalanhe. Dans les photodiodes, le rayonnement inident rée des paireséletrons trous dans la jontion entre deux semi-onduteurs dopés p et n.Ii aussi e proessus n'est e�ae que dans la bande ∆ω de fréquene derayonnement permettant de peupler e�aement le ontinuum.Supposons que le rayonnement inident sur le photodéteteur se trouvedans l'état |φR〉, le photodéteteur dans son état fondamental |a >, et quele photodéteteur est préédé d'un polariseur, qui ne le rend sensible qu'aurayonnement de polarisation ~ε. La probabilité de transition par unité detemps paf depuis et état initial vers un état �nal dans lequel le déteteurse trouve dans l'état |f > du ontinuum d'énergie Ef s'obtient par la règled'or de Fermi. paf étant proportionnelle au arré de l'élément de matrie de



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 91transition, on peut érire :
paf = α1

∣∣∣∣∣∣
∑

φ′
R

〈f ;φ′
R| ~̂E. ~̂D |a;φR〉

∣∣∣∣∣∣

2

δ(Ef − Ea − ~ω) (3.204)où α1 est une onstante et |φ′
R > un état �nal du rayonnement, résultant del'absorption d'un photon à partir de l'état |φR >. Dans l'élément de matrieintervient seulement la restrition de la partie de fréquene positive de l'opé-rateur hamp Ê(+)

ω , ombinaison linéaire des seuls opérateurs de destrutionde pulsation ω = (Ef − Ea)/~ et de polarisation ~ε. On peut don érire :
paf = α1|daf |2

∑

φ′
R

〈φR|
(
Ê(+)

ω

)+

|φ′
R〉 〈φ′

R| Ê(+)
ω |φR〉 (3.205)où daf est l'élément de matrie de la omposante du dip�le le long de ~ε entreles états |a > et |f > du déteteur. Comme on somme sur tous les états �nauxpossibles du rayonnement s'introduit la relation de fermeture sur eux-i :

paf = α1|daf |2 〈φR|
(
Ê(+)

ω

)+

Ê(+)
ω |φR〉 (3.206)Il su�t alors de sommer sur tous les points de la surfae sensible Sd dudéteteur et sur tous les états �naux f du déteteur à l'intérieur de la bandede sensibilité ∆ω pour obtenir l'expression générale de la valeur moyenne duphoto-ourant moyen produit lorsqu'il est illuminé par l'état |φR〉 :

〈i〉 = α

∫

Sd

d2r

∫

∆ω

dωR(ω) 〈φR|
(
Ê(+)

ω (−→r , t)
)+

Ê+
ω (−→r , t) |φR〉 (3.207)

α étant une nouvelle onstante de proportionnalité. R(ω), proportionnel à
|daf |2 et à la densité d'états, apparaît omme l'expression de la sensibilitédu photodéteteur à un rayonnement de pulsation ω. Cette expression estl'analogue quantique de l'expression lassique :

i = α

∫

Sd

d2r

∫

∆ω

dωR(ω)
∣∣E(+)(−→r , t)

∣∣2où E(+)(−→r , t) est le hamp omplexe lassique.



3. DESCRIPTION QUANTIQUE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 92Un photodéteteur de très petite surfae et de sensibilité onstante dansl'intervalle ∆ω "mesure" don la valeur moyenne de l'observable :
Φ̂ =

(
Ê(+)(−→r , t)

)+ (
Ê+(−→r , t)

) (3.208)où la somme sur les modes ne s'étend que sur eux de pulsation appartenant àl'intervalle ∆ω et de polarisation ~ε. C'est l'observable photodétetion au point
−→r et à l'instant t, qui donne en dé�nitive la meilleure idée de la "probabilitéde présene" en −→r du photon. Remarquons que si |φR〉 = |0〉, le signal duphotodéteteur est nul : on ne peut pas déteter diretement les �utuationsdu vide.Certains photodéteteurs ont un rendement quantique égal à 1, 'est-à-dire que haque photon inident produit à oup sûr une transition dans lephotodéteteur. C'est le as par exemple des photodiodes au siliium auxalentours de 0, 8µm. Dans e as le �ux numérique de photons est égal au�ux numérique d'életrons. On montre failement que la onstante α vautalors :

α =
2qε0c

~ω0où ω0 est la pulsation orrespondant au entre de la bande ∆λ.On montre que dans es onditions l'observable photodétetion Φ̂ permetde déterminer non seulement la valeur moyenne du photoourant mais aussisa variane ainsi que les orrélations quantiques spatiales ou temporelles desphotoourants ([2℄).



4. EMISSION SPONTANÉELa notion de niveaux d'énergie des atomes a été introduite par Bohr, puisétablie sur des bases solides ave le développement de la méanique quantique(équations de Shr�dinger, puis de Dira). Ces approhes suessives ontété en mesure de déterminer ave une préision de plus en plus grande laposition de es niveaux. Mais toutes ont failli sur un point : elles n'ont pasréussi à expliquer un fait expérimental failement observable : l'instabilité desniveaux exités des atomes, et les aratéristiques de la lumière produite parla désexitation spontanée de l'atome ("émission spontanée"). Seule la théorieomplètement quantique de l'interation atome-hamp parvient à expliquere phénomène majeur de l'optique quantique. C'est ertainement le plus beausuès de ette théorie.1. Approhe perturbative1.1 GénéralitésOn part d'un atome dans l'état exité |b〉 en présene du vide. L'état ini-tial, qui est don |b; 0〉, est ouplé par le terme d'interation Ĥ ′
int aux états

|a; ..., 1l, ....〉 : la théorie des perturbations au premier ordre permet de prévoirqu'il va y avoir probabilité non nulle de transition entre les deux niveaux,don émission d'un photon dans un mode quelonque, lorsque les deux étatsont la même énergie, 'est-à-dire lorsque Eb = Ea + ~ωl, ou ωl = ω0. Lafréquene du photon est don la fréquene de Bohr de la transition. Cepen-dant, la polarisation du mode n'est a priori pas �xée, et les angles polaires
θ et φ dé�nissant la diretion du veteur −→

k l, don la diretion d'émissiondu photon spontané, varient ontinûment. Il y a don un ontinuum d'états�naux possibles.



4. EMISSION SPONTANÉE 941.2 Règle d'or de FermiPour des temps pas trop longs après t = 0, on peut appliquer la règle d'orde Fermi : la probabilité de transition par unité de temps dΓsp d'émissionspontanée dans une diretion Ω dé�nie par les angles θ, φ, à dΩ près, vautdon :
dΓsp =

2π

~

∣∣∣∣〈b; 0|
−̂→
E .

−̂→
D |a...1l...〉

∣∣∣∣
2

ρ(E = ~ω0,Ω) (4.1)où ρ(E,Ω) est la densité des modes du hamp dont les veteurs d'onde −→
klorrespondent à l'énergie E à dE près, et pointent dans la diretion Ω à dΩprès.L'élément de matrie vaut :

E2
l

∣∣∣∣〈b|
−̂→
D.−→εl |a〉

∣∣∣∣
2 (4.2)Sa valeur exate dépend du hoix des états |a〉 et |b〉. Si on prend par exempleun état initial S (|a〉 = |l = 0, m = 0〉), et un état �nal P ave m = 0(|b〉 = |l = 1, m = 0〉), on peut montrer que :

∣∣∣∣〈b|
−̂→
D.−→εl |a〉

∣∣∣∣
2

= d2
ab (−→ez .

−→εl )
2 (4.3)où −→ez est le veteur unitaire de l'axe Oz.La densité d'état dans l'espae des −→k est uniforme et vaut ( L

2π

)3. Par unalul déjà vu en thermodynamique statistique, on en déduit :
dρ (E,Ω) =

dN

dE
=

(
L

2π

)3
E2

(~c)3dΩ =

(
L

2π

)3
ω2

0

~c3
dΩ (4.4)Elle est indépendante de Ω.On obtient �nalement l'expression suivante de la probabilité d'émissionspontanée d'un photon de polarisation −→εl dans la diretion (Ω) :

dΓsp

dΩ
=
ω3

0d
2
ab (−→ez .

−→εl )
2

8π2ε0~c3
(4.5)où dab = q 〈b| z |a〉. La dépendane angulaire et en polarisation de l'émissionspontanée est ontenue dans le fateur (−→ez .

−→εl )
2 : sa polarisation a don né-essairement une omposante parallèle à l'axe Oz, et l'émission est maximale



4. EMISSION SPONTANÉE 95lorsque le photon est émis dans le plan xOy, et nulle pour une émission lelong de l'axe Oz.Pour obtenir la probabilité totale Γsp, il faut sommer sur les polarisationset les diretions d'émission. Puisque −→ε1 , −→ε2 et −→
k
k

forment un trièdre, on a :
(−→ez .

−→ε1)
2 + (−→ez .

−→ε2 ) = 1 −
(
−→ez .

−→
k

k

)2

= sin2θ (4.6)On en déduit :
Γsp =

∫
dΩ

ω3
0d

2
ab sin2 θ

8π2ε0~c3Comme ∫ sin2 θdΩ = 8π
3
, on a �nalement :

Γsp =
ω3

0d
2
ab

3πε0~c3
(4.7)Dans le as où ω0 est dans le domaine optique (λ = 0, 6µm), et pour unélément de matrie dipolaire életrique valant 0, 5.10−10m× q, Γsp vaut envi-ron 3×108s−1. Un temps typique d'émission spontanée dans es onditions estdon Tsp = Γ−1

sp ∼ 3× 10−9s. D'autre part on voit que Γsp est proportionnel,toutes hoses égales d'ailleurs, à ω3
0. Le taux d'émission spontanée augmentedon rapidement ave la fréquene du hamp émis. Si ω0

2π
∼ 1GHz (niveauxhyper�ns), Γsp ∼ 10−6s−1, don Tsp est pratiquement in�ni. En revanhe, si

ω0

2π
est très grand, (domaine des UV ou des rayons X), l'émission spontanéeest extrêmement e�ae : Γsp ∼ 1012s−1. Le temps d'émission spontanée estalors de l'ordre de la pioseonde, voire de la femtoseonde.Par ontre, si pour des raisons variées, et en partiulier de symétrie desniveaux atomiques, l'élément de matrie dab est nul, le taux d'émission spon-tanée est nul lui-aussi : le niveau exité est dit "métastable". C'est le aspar exemple du niveau 2S de l'hydrogène. Pour aluler sa durée de vie,beauoup plus longue que les ordres de grandeurs donnés dans le paragraphepréédent, il faut utiliser la théorie des perturbations à un ordre supérieur :Le niveau 2S se désexite en émettant deux photons d'émission spontanéeave une durée de vie de l'ordre d'une fration de seonde.



4. EMISSION SPONTANÉE 962. Approhe non perturbative (Wigner-Weisskopf)2.1 Fontion d'onde du systèmeSi à t = 0 le système est dans l'état |b; 0〉, il se trouve à tout instantultérieur dans l'état :
|Ψ(t)〉 = γ0(t) |b; 0〉 +

∑

l

γl(t) |a; 1l〉 (4.8)où la somme s'étend a priori sur tous les modes (on a négligé ii toutesles possibilités de peuplement non-résonnant d'états du système omportantplusieurs photons). L'équation de Shrödinger s'érit alors :
i~
dγ0

dt
= ~ω0γ0 +

∑

l

Vlγl (4.9)
i~
dγl

dt
= ~ωlγl + γ0V

∗
l (4.10)ave :

Vl = 〈b; 0| Ĥ ′
int |a; 1l〉 = −iEldab (−→εl .

−→ez ) (4.11)En utilisant la ondition initiale :
γ0 (0) = 1 γe (0) = 0la deuxième équation s'intègre formellement et donne :

γl(t) =
V ∗

l

i~

∫ t

0

γ0 (t′) eiωl(t′−t)dt′ (4.12)Une fois ette valeur insérée dans la première équation, on a une équationintégro-di�érentielle exate pour γ0 :
i~
dγ0

dt
= −iω0γ0 −

∑

l

|Vl|2
~2

∫ t

0

eiωl(t
′−t)γ0(t

′)dt′ (4.13)Posons maintenant :
γ0 = α (t) e−iω0t (4.14)et :

N (τ) =
1

~2

∑

l

|Vl|2 ei(ω0−ωl)τ (4.15)



4. EMISSION SPONTANÉE 97L'équation préédente s'érit alors :
d

dt
α (t) = −

∫ t

0

N (τ)α (t− τ) dτ (τ = t− t′) (4.16)La dérivée de α à l'instant t dépend des valeurs de α antérieures, sur unintervalle temporel égal à la largeur de la fontion N (τ). On quali�e don
N (τ) de fontion de mémoire. Son expression est :

N (τ) =
d2

ab

~2

[∑

l

(−→εl .−→ez )2 E2
l e

−iωlτ

]
eiω0τ =

d2
ab

~2
G(τ)eiω0τ (4.17)où

G(τ) = 〈0|
(
E(+)

z (t)
) (
E(+)

z (t− τ)
)+ |0〉

G(τ) est la fontion d'autoorrélation des �utuations de la omposante selon
Oz du hamp dans le vide. On retrouve que 'est bien la dynamique des�utuations du vide qui est responsable de l'émission spontanée.Lorsque τ = 0 toutes les exponentielles valent 1 et s'ajoutent, alors quepour τ 6= 0 on a un brouillage rapide des osillations si ω0 6= ωl. N (τ) tenddon vers zéro si τ est supérieur au temps de orrélation des �utuations duvide. Ce temps est très ourt, de l'ordre de quelques périodes optiques. Donsi t est grand devant e temps de orrélation (quelques femtoseondes), et ensupposant que α varie peu sur e temps de orrélation, on peut érire :

d

dt
α(t) ≈ −

[∫ t

0

N (τ)dτ

]
α (t) ≈ −

[∫ +∞

0

N (τ)dτ

]
α(t) (4.18)puisque N (τ) est pratiquement nul entre t et l'in�ni. En posant :

∫ +∞

0

N (τ)dτ =
Γ

2
+ iδω (4.19)on obtient l'expression suivante des oe�ients γ0(t) et γl(t) :

γ0(t) = e−
Γ

2
te−i(ω0+δω)t (4.20)

γl(t) =
V ⋆

l

i~

1 − e−Γt�2ei(ωl−ω0−δω)t

Γ
2
− i (ωl − ω − δω)

e−iωlt (4.21)On a don bien trouvé une expression pour la fontion d'onde du système,valable, à la di�érene de l'approhe perturbative, même aux temps longs.



4. EMISSION SPONTANÉE 982.2 Caratéristiques de la fontion d'onde du système- La fontion d'onde n'est pas fatorisable en général en une fontiond'onde atomique et un état du hamp. Si on mesure grâe à un photodéteteurla présene d'un photon dans un mode l donné, l'état du système est projetépar la mesure sur l'état |a; 1l〉. On sait alors ave ertitude que l'atome estdans l'état inférieur : il y a orrélation quantique totale entre l'atome et lehamp.- La probabilité de trouver l'atome dans l'état b s'érit :
Pb(t) = |γ0(t)|2 = e−ΓtOn obtient bien une déroissane exponentielle de la probabilité de trouverl'atome dans l'état exité, ave un temps moyen de déroissane égal à Γ−1.- Le oe�ient de la fontion d'onde sur l'état exité osille en e−i(ω0+δω)t,omme si l'énergie de l'atome était :
Eb = ~ (ω0 + δω) (4.22)La déstabilisation de l'état exité de l'atome liée à l'émission spontanée s'a-ompagne d'un déplaement de son énergie : 'est le Lamb-shift qui a étémentionné dans le hapitre préédent.- Aux temps longs (t ≫ 1
Γ
) γ0(t) = 0 et γ1(t) 6= 0. L'état du systèmeest une superposition d'états |a; 1l〉 : il est don, omme dans l'état initial,fatorisable en une partie atomique et une partie de hamp :

|Ψ (t)〉 = |a〉 ⊗ |ψR〉

|ψR〉 =
∑

l

V ∗
l

i~

e−iωlt

Γ
2
− i (ωl − ω − δω)

|1l〉 (4.23)On a N̂ |ψR〉 = |ψR〉 : l'état du rayonnement |ψR〉 est un état propre dunombre de photons ave la valeur propre 1. On peut don le quali�er d'étatà un photon. Son expression (4.23) semble lui onférer un aspet fortementmultimode. En fait il n'en est rien : on peut en e�et hanger de base demodes, et utiliser le mode dont la dépendane spatio-temporelle v1(r, t) est
v1(r, t) = 〈0| ~̂E

(+)

(r) |ψR(t)〉. On montre alors failement que l'état |ψR(t)〉n'est autre que l'état à un photon dans e mode, qu'on peut quali�er demode de l'émission spontanée. D'autre part v1(r, t) permet d'aéder à la



4. EMISSION SPONTANÉE 99probabilité de photodétetion du photon et peut être onsidéré omme la"fontion d'onde" du photon spontané.L'émission spontanée d'un atome unique est le moyen le plus simple deréer un état à un photon. Pour avoir un atome unique, on peut utiliser unjet atomique très dilué, ou bien isoler un atome ou un ion unique dans unpiège. L'inonvénient de ette tehnique est que et état n'existe que pour
t≫ Γ−1. Il faut don "attendre" un temps long après l'exitation de l'atomepour être sûr d'avoir un état à un photon : on obtient ainsi une soure peuintense de photons uniques.- La probabilité de trouver le photon dans le mode l s'érit :

P (1l) =
|Vl|2
~2

1
Γ2

4
+ (ωl − ω0 − δω)2Elle est importante uniquement dans une bande de pulsations de largeur Γautour de Eb + δω. Cette propriété est une nouvelle preuve que l'énergie duniveau b est déplaée en Eb = Eb + δω, et que le niveau aquiert du fait del'émission spontanée une largeur Γ liée à sa durée de vie �nie. Cette probabi-lité est en�n proportionnelle à (−→ε l.−→ε z)

2, qui varie selon l'angle d'émission :on obtient ainsi le diagramme angulaire de l'émission spontanée.- L'apparition dans la solution d'exponentielles déroissantes et non plusseulement osillantes pose le problème de l'irréversibilité d'un tel proessus,pourtant déduit de l'équation de Shrödinger dont on sait qu'elle dérit desphénomènes réversibles. En fait, malgré les apparenes, le proessus d'émis-sion spontanée est réversible : si on part à t = 0 du système dans l'état Ψ∗ (T1)où Ψ (t) est la solution omplète exate de Shrödinger, alors il est faile devoir qu'on se retrouve dans l'état |b; 0〉 après un laps T1. L'évolution inversede elle de la désexitation d'un niveau atomique exité en présene du videest don possible dans le adre de ette approhe. Néanmoins, et état ini-tial est di�ile à produire, ar il faut réer un état ompliqué ave les bonsfateurs de phase pour que l'évolution aboutisse exatement à l'état exité.Cet état est don moins fréquemment renontré, moins "probable", que l'état
|b; 0〉 . On voit que, omme en thermodynamique statistique, l'irréversibilitéest enore une fois liée à une question de probabilité.



4. EMISSION SPONTANÉE 1002.3 Valeurs de Γ et δωOn a vu que :
Γ

2
+ iδω =

1

~2

∑

l

∫ +∞

0

|Vl|2 ei(ω0−ωl)τdτ (4.24)On utilise la relation :
∫ ∞

0

eiωt = πδ(t) + iPP

(
1

ω

)où PP est la partie prinipale.- Pour la partie réelle de ette expression, on a :
Γ =

2π

~2

∑

l

δ (ω0 − ωl) |Vl|2 =
2π

~2

∫
ρ (E) d (~ωl) δ (ω0 − ωl)

∣∣V 2
l

∣∣où ρ (E) est la densité d'états. On a �nalement :
Γ =

2π

~
ρ (E = ~ω0) |Vl|2On retrouve l'expression de Γsp obtenue dans le adre de la théorie perturba-tive du paragraphe préédent. On raorde don bien les solutions aux tempsourts et aux temps longs que l'on a trouvées suessivement. Dans la suite,on utilisera la notation Γsp pour le taux de désexitation spontanée aussi bienaux temps ourts qu'aux temps longs.- Pour la partie imaginaire de ette expression, δω s'érit :

δω =
1

~

∫
ρ (E = ~ω)PP

(
|Vl|2

ω0 − ωl

)
dωA la di�érene de la fontion δ qui intervient dans Γ et qui séletionne unefréquene préise dans la somme initiale sur les modes, un grand nombrede modes donnent des ontributions importantes à la partie prinipale, yompris des modes très non-résonnants sur la transition onsidérée, pourlesquels les approximations e�etuées ii ne sont pas justi�ées. Il faut faireun alul plus préis sans utiliser l'approximation quasi-résonnante, ni elledes grandes longueurs d'onde et tenir ompte des modes relativistes (voir [2℄ p304). On obtient une quantité qui diverge logarithmiquement par rapport à la



4. EMISSION SPONTANÉE 101borne supérieure de l'intégrale sur les fréquenes des modes, proportionnelle à
|Ψb(~r = ~0)|2, où Ψb(~r) est la fontion d'onde de l'état exité |b > onsidéré. Ledéplaement d'énergie δω est don nul pour les états dont la fontion d'ondes'annule à l'origine, 'est-à-dire pour tous sauf les états S. Si on soustraitde e déplaement elui obtenu pour un életron en l'absene de potentieloulombien (proédure de "renormalisation"), on trouve alors une valeur dudéplaement du niveau non divergente, et en aord ave les observationsexpérimentales.2.4 État initial atomique quelonqueOn suppose maintenant que l'état initial atomique est quelonque :

|ψat >= α|a > +β|b > (4.25)L'état initial du système atome-hamp est don |ψat > ⊗|0 >. Il ontient,outre le terme |b, 0 > dont nous avons alulé i-dessus l'évolution, un termeen |a, 0 >. Celui-i n'est ouplé à auun autre par l'hamiltonien d'interation.Comme il est de plus d'énergie nulle, il reste onstant au ours du temps.L'état |ψa−c(t) > du système atome-hamp à tout instant vaut don :
|ψa−c(t) >= α|a, 0 > +β|Ψ(t) > (4.26)où |Ψ(t) > a été alulé au début de ette setion.2.5 Champ életrique produitCalulons l'état Ê(+)(~r)|ψa−c(∞) >. Il est faile de voir qu'il vaut :

~̂
E

(+)

(~r)|ψa−c(∞) >= ~E(~r, t)|0 > ⊗ŝ−|ψat > (4.27)où ŝ− est l'opérateur de "désexitation" |b >< a| et
~E(~r, t) = i

∑

ℓ

Eℓe
i(~kℓ~̇r−ωℓt)γℓ(t) (4.28)On en déduit que la valeur moyenne du hamp a la variation spatio-temporellede ~E(~r, t) et est proportionnelle à < ψat|ŝ−|ψat >, 'est à dire à la ohéreneatomique ρab = α∗β.



4. EMISSION SPONTANÉE 102En�n le signal de photodétetion I(~r, t), mesuré à l'instant t sur un pho-todéteteur situé au point ~r, l'atome étant à l'origine des oordonnées, vaut,après un alul long mais simple :
I(~r, t) = <

(
~̂
E

(+)

(~r)

)†
~̂
E

(+)

(~r) >= ‖Ê(+)(~r)|ψa−c(∞) > ‖2

= |β|2( 1

4πε0
)2k

4
0

r2
|dab|2θ(t−

r

c
)e−Γsp(t−r/c) (4.29)où θ(t) est la fontion réneau valant 0 pout t < 0 et 1 pour t ≥ 0 et r = |~r|.On retrouve ainsi que l'atome exité émet lors de sa désexitation à partir del'instant initial un "paquet d'onde exponentiel" qui se propage à la vitessede la lumière dans toutes les diretions.3. Relaxation de l'atome par émission spontanéeOn a pu trouver ii la fontion d'onde totale du système atome+hamppour un état initial quelonque de l'atome, moyennant l'approximation ditede mémoire ourte. On peut en déduire l'évolution de la seule partie ato-mique, en passant à la matrie densité et en faisant la trae partielle sur lesvariables de hamp :

ρii′ =
∑

R

〈i;R|ψa−c(t) >< ψa−c(t) |i′;R〉où R est un état quelonque du rayonnement (|0〉 ou |1l〉). On trouve pourla population du niveau b :
ρbb = |β|2e−Γspt = ρbb(0)e−Γspt (4.30)et pour la ohérene ρba :

ρba = α∗βe−Γspt/2 = ρba(0)e−Γspt/2 (4.31)L'équation d'évolution des populations et des ohérenes sous l'e�et dela seule émission spontanée est bien de la forme prévue dans le hapitrepréédent qui onduit à une déroissane exponentielle de es quantités aveles taux de relaxation γp = Γsp et γd = Γsp/2 . On onstate don que le tauxde relaxation par émission spontanée des ohérenes est la moitié du taux derelaxation des populations, omme nous l'avions annoné dans le hapitre 2.



4. EMISSION SPONTANÉE 103Si on inlut le déplaement δω dans l'énergie du niveau b (Eb = ω0 + δω)et don dans l'hamiltonien atomique, on peut �nalement ondenser les troiséquations d'évolution pour les éléments de matrie de la matrie densité enune seule équation portant sur la matrie ρ elle-même :
dρ

dt
=

1

i~

[
Ĥat, ρ

]
− Γsp

2
(ρ |b〉 〈b| + |b〉 〈b| ρ) + Γsp |a〉 〈b| ρ |b〉 〈a| (4.32)Cette équation, appelée forme de Lindblad de l'"équation pilote", est souventutilisée dans les problèmes d'optique quantique. On remarquons qu'on peutaussi érire ette équation sous la forme :

dρ

dt
=

1

i~

(
Ĥat,efρ− ρĤ†

at,ef

)
+ Γsp |a〉 〈b| ρ |b〉 〈a|où Ĥat,ef est un hamiltonien atomique e�etif, non hermitien, qui s'érit :

Ĥat,ef =

[
Ea 0

0 Eb − i~Γsp

2

]L'émission spontanée provoque l'apparition dans l'énergie des niveaux exitésde l'atome d'une partie imaginaire, qui rend bien ompte de son instabilitélorsqu'on l'introduit dans le fateur exponentiel d'évolution temporelle. Re-marquons ependant que le phénomène de relaxation n'est pas dérit danssa totalité par l'apparition de ette partie imaginaire, puisqu'il subsiste dansl'équation d'évolution un terme (dit "de saut quantique") et qui ne peut passe mettre sous ette forme. Ce terme est indispensable pour rendre omptedu remplissage du niveau inférieur de la transition sous l'e�et de l'émissionspontanée.



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMPQUASI-RÉSONNANTNous allons voir dans les deux hapitres suivants qui onernent deuxsituations physiques bien dé�nies que pour dérire les di�érents phénomènesqui se produisent, le traitement le plus approprié n'est pas forément le plussophistiqué, mais elui qui permet d'aboutir le plus rapidement possible aurésultat. De même qu'en méanique on utilise à juste titre l'équation de New-ton pour dérire le mouvement d'une boule de billard et non pas les équa-tions relativistes, de même on utilisera le modèle de Lorentz pour dérirel'interation d'un rayonnement de faible intensité, loin de toute résonaneave la matière, et non pas le traitement omplètement quantique. Mention-nons toutefois que même lorsqu'elle n'est pas omplètement néessaire etqu'existe en parallèle une approhe semi-lassique parfaitement valable, l'ap-prohe omplètement quantique permet d'avoir des images physiques simplesde nombreux phénomènes, en termes d'absorption ou d'émission de photons.Dans le présent hapitre on suppose que le hamp inident est de fréquene
ω prohe d'une fréquene de Bohr ω0 entre le niveau fondamental a et unniveau exité b. On suppose en outre que les niveaux |a〉 et|b〉 ne sont pasdégénérés, et que les autres niveaux sont très éloignés. On peut alors fairel'approximation du système à 2 niveaux.1. Cas de deux niveaux de longue durée de vieA ause de l'existene du spin du noyau, le niveau fondamental de beau-oup d'atomes présente une struture hyper�ne, de l'ordre du GHz. C'estle as en partiulier du niveau fondamental 1S 1

2

de l'hydrogène, qui se dé-ompose en deux sous-niveaux de moment inétique total F = 0 et F = 1,distants de ν = 1 420GHz, ou du niveau fondamental 6S 1

2

du Césium,qui se déompose en deux sous-niveaux F = 3 et F = 4, distants de ν =
9 192 631 770Hz (par dé�nition du Hertz ou de la seonde). A ause du
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Fig. 5.1: Evolution du point représentatif P sous l'e�et d'un hamp résonnantterme en ω3 dans Γsp, la durée de vie du niveau F = 4 est pratiquementin�nie. On peut alors utiliser les résultats du paragraphe 2.1.1.1 La préession de Rabi du veteur de BlohLorsqu'on applique à partir de t = 0 un hamp Ecos (ωt− φ) sur un sys-tème dans l'état |a〉, le système reste pur au ours de son évolution temporellepare qu'il n'y a pas de relaxation. Le veteur de Bloh qui le représente évo-lue don sur la sphère de rayon 1
2
. A partir des équations pour la matriedensité atomique introduites au paragraphe (2.1) du hapitre (2), l'évolutiondu veteur de Bloh dans le repère tournant à la fréquene ω autour de Ozprend la forme "géométrique" simple suivante :

d~U

dt
= ~Ω × ~U (5.1)



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 106où le veteur ~Ω a pour omposantes (ΩRcosφ,ΩRsinφ,−δ). Il s'agit dond'une préession du veteur de Bloh, à longueur onstante, autour du veteur
~Ω. Dans le as exatement résonnant, e veteur est situé dans le plan xOy.Le point P e�etue une rotation d'angle ΩRt dans le plan de longitude φ−π/2.L'axe de ette rotation est don onstitué par le veteur représentant dansle plan xOy le hamp appliqué en représentation omplexe (voir �gure 5.1).Cette préession est extrêmement utile : en ajustant la phase φ et la duréed'interation de l'atome ave un hamp résonnant, on peut faire passer lesystème dans n'importe quel état pur (n'importe quel q-bit).En partiulier, si t = t1 tel que ΩRt1 = π

2
, l'atome se trouve porté dansl'état :

|Ψ〉 =
1√
2

(
|a〉 − ieiφ−iω0t1 |b〉

)Il s'agit d'une superposition dans laquelle la ohérene atomique est maxi-male. En oupant le hamp à l'instant t1 ("impulsion π
2
"), l'atome évoluelibrement à partir de et état. Son point représentatif P reste �xe dans lerepère tournant. On voit que la ohérene temporelle du hamp exitateurest apitale. En e�et si φ est une quantité aléatoire (hamp inohérent), lepoint P se trouvera dans le plan xOy ave un angle φ aléatoire. La moyennestatistique donnera alors ρba = 0. On retrouve ii qualitativement la onlu-sion du paragraphe 2.3, qui a montré qu'ave une soure spetralement largeles ohérenes sont détruites.Au bout d'un temps t2 = 2t1 (ΩRt2 = π), 'est-à-dire si on impose ausystème une "impulsion π", l'atome est porté dans l'état :

|Ψ〉 = −i |b〉 e−iω0t2+iφC'est le moyen le plus e�ae pour porter un atome dans son état exité aveune probabilité 1.Si en�n on impose au système une "impulsion 2π", en arrêtant le hampau bout d'un temps t3 = 4t1 (ΩRt3 = 2π), l'atome est porté dans l'état :
|Ψ〉 = − |a〉 e−iωt3Il s'agit au signe près, de l'état initial. Ce signe peut se révéler importantdans ertaines appliations.Lorsque le hamp n'est pas exatement résonnant, le veteur ~Ω autourduquel s'opère la préession n'est plus situé dans le plan xOy. Le veteurde Bloh dérit maintenant un �ne d'axe ~Ω et ontenant la partie positive
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0 t

E(t)

t1 T+t1TFig. 5.2: séquene de deux impulsions π
2 séparées par un temps Tde l'axe 0z. Ce �ne ne ontient plus la partie négative de et axe, et lesystème ne se retrouvera don jamais au ours de son évolution totalementdans l'état exité. Aux grands désaords où δ ≫ ΩR, le veteur ~Ω est prati-quement aligné sur l'axe 0z, et la préession autour de e veteur ne modi�epratiquement pas le veteur de Bloh.1.2 Franges de RamseyEn appliquant des suites d'impulsion de hamp de durées déterminées,on peut faire évoluer le veteur d'onde du système de manière voulue. Laon�guration la plus simple, très souvent utilisée, a été inventé par Ramsey.Elle onsiste à appliquer sur l'atome la séquene donnée sur la �gure 5.2,formée d'une impulsion π/2 de durée t1, puis d'une deuxième impulsion π/2un temps T plus tard.- Supposons tout d'abord que ω = ω0. Le point P reste �xe dans leréférentiel tournant en l'absene d'interation. Les préessions autour de ~Ωdu veteur de Bloh dues aux deux impulsions π/2 s'ajoutent pour donnerune rotation de π. Le système se trouve don à l'issue des deux impulsionsdans l'état exité, omme s'il avait subi une seule impulsion π.- Supposons maintenant que ω 6= ω0, mais que ω reste su�sammentprohe de ω0 pour que les deux impulsions restent très prohes d'impulsions

π/2, à des petits termes près. Après la première impulsion, le point P est donpratiquement dans le plan xOy. Entre la première et la deuxième impulsion,
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ω0 ω

1

ρbb

Fig. 5.3: Probabilité de trouver le système dans l'état exité après les deux impul-sions de Ramseyle point P tourne dans e plan d'un angle (ω0 − ω)T , quantité qui peut nepas être négligeable si T est su�samment long. En partiulier :- si δT ≡ π (2π), le point P e�etue un demi-tour entre les deux im-pulsions et se retrouve dans la position symétrique par rapport à l'origine :la deuxième impulsion a alors l'e�et opposé de la première, et l'atome seretrouve dans son état initial |a〉 ;- si δT ≡ 0 (2π), le point P se retrouve au même endroit avant ladeuxième impulsion, et les deux rotations s'ajoutent à nouveau. L'atome està nouveau transféré dans l'état |b〉.Un alul plus détaillé, tenant ompte du fait que les impulsions ne sontplus exatement π/2, montre que la probabilité de transition vers l'état su-périeur à l'issue des deux impulsions en fontion de la pulsation du hampappliqué a l'allure de la �gure (5.3). On observe dans la probabilité des osil-lations ou "franges", de période 1/T , don très faible, qui se superposent àla ourbe de résonane large (de largeur 1/t1) que l'on aurait ave une seuleimpulsion π de durée t1 . Par exemple, si T = 1s, la largeur de la strutureentrale, entrée en ω = ω0 ∆ω vaut 1Hz. Ce type de réponse permet depointer la résonane ω = ω0 ave une préision bien meilleure qu'ave uneseule interation. On ne s'étonnera don pas de voir que ette tehnique esttrès utilisée en métrologie des fréquenes. C'est en partiulier sur e prin-ipe que fontionnent les horloges atomiques à Césium qui servent à dé�nirla seonde. Ces horloges peuvent utiliser un jet thermique d'atomes de Cé-



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 109sium psaant suessivement dans deux régions d'interation. Leur préisionest grandement améliorée lorsqu'on utilise un jet vertial d'atomes refroidispar laser ("fontaine atomique"), qui permet de porter le temps d'interation
T à des valeurs de l'ordre de la seonde. La �gure (5.4) donne une ourbeexpérimentale enregistrée ave l'horloge à Césium à atomes froids du Labora-toire SYRTE de l'Observatoire de Paris (A. Clairon et al Europhysis Letters16, 165 (1991)). Les atomes froids sont lanés vertialement vers le haut etretombent sous l'e�et de la gravité. Ils passent ainsi deux fois dans une avitéontenant le hamp à la fréquene de la transition. La largeur de la frangeentrale, égale à 2Hz, permet une stabilité de l'horloge de l'ordre de 10−14sur une seonde. Pour aller au delà vers des temps entre impulsions enorebeauoup plus grands, il faut s'a�ranhir de l'in�uene de la gravitation. Unehorloge embarquable sur la Station Spatiale Internationale, qui devrait per-mettre d'atteindre une stabilité de l'ordre de 10−16 sur une seonde, est enours de développement (projet ACES/PHARAO).1.3 Passage adiabatique rapideOn a vu que pour porter omplètement l'atome dans l'état exité, il fautlui appliquer une impulsion π. Cela n'est pas très faile à réaliser expérimen-talement, ar il faut une amplitude du hamp appliqué onstante et un tempsd'interation exatement déterminé. Il existe une autre méthode, plus simpleà mettre en oeuvre expérimentalement, que nous allons présenter maintenant.On onsidère la on�guration suivante : dans l'état initial, le systèmeest dans l'état |a〉 (extrémité du veteur de Bloh en A) en présene d'unhamp életromagnétique de faible intensité et fortement désaordé, pluspréisément tel que ω−ω0 ≫ Ω1. Le veteur Ω est don lui aussi pratiquementaligné le long de l'axe 0z : la préession de Rabi du veteur Ũ va dons'e�etuer sur un �ne d'angle au sommet très petit, et le système ne va donjamais s'éloigner appréiablement de son état initial.On fait maintenant varier la fréquene ω du hamp appliqué, de manièrelente par rapport à la période de préession 2π/Ω1 : le veteur de Blohtourne alors autour d'un veteur Ω variable, et sur un �ne faisant à toutinstant le même très faible angle ave Ω (voir �gure 5.5) : il va don suivreadiabatiquement l'évolution de e veteur. Considérons alors le as où lafréquene ω déroît, passe par la valeur de résonane ω0, pour tendre versune valeur �nale fortement désaordée, telle que ω− ω0 ≪ −Ω1. Le veteurde Bloh va suivre l'évolution du veteur Ω, et son extrémité va se trouver
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Fig. 5.4: Nombre d'atomes dans le niveau exité en fontion de la fréquene del'onde appliquée, mesuré ave une horloge atomique à atomes froids



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 111

Fig. 5.5: Evolution du veteur de Bloh lorsqu'on balaie la fréquene de l'onde àtravers la fréquene de résonane atomique



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 112�nalement au voisinage du point B : il y a don eu dans e proessus transfertpratiquement total de l'état |a〉 à l'état |a〉. Cette méthode est intéressantepar omparaison ave l'appliation d'une impulsion π par exemple, ar ellene néessite pas un ontr�le aussi préis de la valeur du hamp appliqué etdu temps d'interation : il su�t de balayer lentement la fréquene du hampappliqué à travers la valeur de résonane.1.4 Ehos de photonsIl s'agit d'une méthode inventée par E. Hahn dans le as de la résonanemagnétique et qui a été ensuite étendue au domaine optique 1. Elle s'ap-plique lorsqu'on s'intéresse à un ensemble inhomogène d'atomes, qui ont desfréquenes de résonane di�érentes les uns des autres. Ces fréquenes ω0 serépartissent sur une bande entrée en ω0 et de largeur ∆0, appelée largeurinhomogène. Une telle situation se renontre fréquemment : dans les solidespar exemple, où les atomes situés en des sites ristallins di�érents ont unenvironnement di�érent qui provoque des déplaements di�érents de la fré-quene de transition, ou bien dans les vapeurs atomiques, où les atomes ontdes vitesses de déplaement di�érentes, qui induisent des déplaements Dop-pler di�érents de la transition vu par un observateur au repos. ∆0 est souventbien supérieur à la largeur naturelle ΓD de la transition et gêne l'observationdes phénomènes atomiques individuels. Par exemple, la ourbe d'absorptionde l'ensemble des atomes est sensiblement élargie par e phénomène. Nousverrons un peu plus loin dans e hapitre omment, grâe à la méthode dited'"absorption saturée", on peut faire de la spetrosopie de grande préisionmême en présene de et élargissement "parasite".La séquene des impulsions utilisée onsiste en une impulsion initiale π/2suivie au bout d'un temps t1 d'une impulsion π, les atomes évoluant librementdans l'intervalle. Nous supposons que le hamp appliqué a une fréquene ωégale à la fréquene atomique entrale ω0, et nous nous intéressons à l'évo-lution du veteur de Bloh représentant un atome, initialement dans l'état
|a〉 dont la fréquene de Bohr vaut ω0 ≃ ω0. Plaçons nous dans le référentieltournant à la fréquene du hamp ω0 (�gure 5.6) : la première impulsion apour e�et de porter le veteur du point A en un point prohe de C (exa-tement en e point si ω0 = ω0). Pendant la période sans hamp, le veteurévolue librement et tourne autour de Oz d'un angle ω0t1 dans le référentiel1 N. Kurnit, I. Abella, S. Hartmann, Phys. Rev. 141, 391 (1966).
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Fig. 5.6: Eho de photons�xe, don d'un angle φ valant
φ = (ω0 − ω0)t1 (5.2)dans le référentiel tournant onsidéré. Ces angles sont di�érents pour lesdi�érents atomes, et si on se plae dans la situation où ∆0t1 ≫ 1, les di�érentsveteurs de Bloh à l'instant t1 se répartissent de manière uniforme dansle plan xOy : le veteur polarisation P obtenu par moyenne des dip�leséletriques sur l'ensemble des atomes, sera don nul, et le milieu ne rayonnedon auun hamp.En fait, haque atome a bien une ohérene, don un dip�le, mais qui estmasqué par l'e�et de moyenne sur l'ensemble inhomogène. C'est la deuxièmeimpulsion qui va permettre de faire resurgir es dip�les. En e�et, elle-iest une impulsion π qui fait faire un demi-tour au veteur de Bloh autourde l'axe Ox. Juste après l'impulsion, elui-i se trouve enore dans le plan

xOy, et fait un angle −φ ave l'axe Ox. Il évolue librement ensuite, omme



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 114pendant la première période sans hamp. Au bout d'un temps t2 suivant ladeuxième impulsion, il aura tourné d'un angle total φ′ égal à
φ′ = −φ+ (ω0 − ω0)t2 (5.3)On voit que et angle est nul lorsque t2 = t1, et ela quelle que soit lafréquene de résonane de l'atome onsidéré : à et instant, tous les dip�lesatomiques individuels pointent dans la diretion Ox. Leur moyenne n'est plusnulle, et il y a apparition transitoire d'une polarisation marosopique P dansle milieu, qui sert de terme soure aux équations de Maxwell et provoquel'apparition d'une impulsion de hamp rayonné. C'est ette impulsion qui estquali�ée d'"ého" de photon, puisqu'elle apparaît au bout d'un temps égalau temps séparant les deux premières impulsions. En fait, les proessus derelaxation de la ohérene atomique entraînent une rédution de l'intensitéde l'ého lorsque t1 est de plus en plus grand. La mesure de ette diminutionest une méthode très utilisée pour remonter au taux de relaxation de laohérene.2. Cas d'un niveau exité de ourte durée de vieConsidérons maintenant une transition optique dans un atome qui relie leniveau fondamental à un niveau életronique exité. Par exemple, dans le asde la transition 3S → 3P du sodium, de longueur d'onde λ = 589nm, la duréede vie du niveau exité Tsp vaut 16ns (Γsp ≈ 60MHz). Pour la transition

6S → 6P du Césium (λ = 852nm), Tsp vaut 32ns (Γsp ≈ 30MHz). Onpourra négliger l'émission spontanée uniquement pour des phénomènes dedurée ourte devant Tsp, don uniquement dans le as d'impulsions ultra-ourtes. Pour des temps plus longs, il faut utiliser les équations de Bloh duhapitre 2.2.1 Caratéristiques du régime stationnaireL'atome obéit don aux équations de Bloh que nous avons introduites auparagraphe 2.2.3. Le veteur de Bloh qui le dérit a maintenant une doubleévolution : la préession autour du veteur ~Ω et la relaxation qui tend adiminuer graduellement les omposantes vertiales et transverses du veteurau ours du temps. L'atome atteint aux temps longs (t ≫ Tsp) un régime
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D̃ =

ω0 − ω + iγd

γ2
d + (ω0 − ω)2

d2E

~
(Na −Nb)La puissane transférée du hamp à l'atome, Pabs, est l'opposée de elle quenous avons alulée au hapitre 1. Elle vaut :

Pabs =
ωE

2
ImD̃ =

ωd2E2

2~
(Na −Nb)

γd

(ω0 − ω)2 + γ2
d

(5.4)
Pabs est don négatif si Na > Nb, et positif si Na < Nb. Il n'y a d'ampli�ationde l'onde lumineuse possible, dans le adre de e modèle, que s'il y a inversionde population. Les équations de Bloh fournissent l'expression suivante de ladi�érene des populations dans le régime stationnaire :

Na −Nb =
(ω0 − ω)2 + γ2

d

(ω0 − ω)2 + γ2
d + γd

γP
Ω2

R

(5.5)où ΩR = dE
~

est la fréquene de Rabi du système en l'absene d'émissionspontanée. On voit sur ette expression que Na − Nb est toujours positif. Iln'y a don pas d'ampli�ation possible dans un système à deux niveaux. Ilen faut 3 ou 4 pour parvenir à une inversion de population. On trouvera desdesriptions détaillées des proessus d'inversion de population dans les ourslasers (par exemple la référene 2).On onstate d'autre part que, si l'intensité du hamp tend vers l'in�ni,
Na −Nb tend vers zéro : il y a égalisation des populations à 1

2
, les proessusd'absorption et d'émission stimulée se neutralisant réiproquement.La puissane absorbée par l'atome sur le hamp s'érit don :

Pabs = ~ω
Ω2

R

2

γd

(ω0 − ω)2 + γ2
d + γd

γP
Ω2

R

= ~ω
Ω2

R

2

γd

(ω0 − ω)2 + γ2
d

(
1 + I

Isat

)où s = I
Isat

est le paramètre de saturation, I = 1
2
ε0E

2c est le �ux inident duhamp (en W/m2), et
Isat =

ε0c~γpγd

2d2
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A

I
0

Isat(ω)

Fig. 5.7: oe�ient d'absorption A d'un atome en fontion de l'intensité I du hampinidentest l'intensité de saturation de la transition. Si l'émission spontanée est laseule ause de relaxation γd = γp

2
= Γsp

2
, où Γsp a été alulé dans le hapitrepréédent. On trouve alors :

Isat,resonant =
1

6π

~ω0Γsp

λ2C'est, à un fateur géométrique prohe de un près, le �ux lumineux orrespon-dant au passage d'un photon pendant la durée de vie de l'état exité à traversune surfae égale au arré de la longueur d'onde. Dans le as du Césium, Isatvaut approximativement 2mW/cm2, e qui est un �ux failement aessiblepour un laser, même très peu intense. Par ontre, il faut que ette puissanesoit fournie à l'atome à une fréquene exatement égale à sa fréquene derésonane. Il faut don utiliser un laser aordable qui permette d'ajusterave préision la fréquene du hamp à elle de l'atome. Lorsque la sourelumineuse est loin de résonane (δ ≫ γd), le �ux lumineux de saturation estbeauoup plus grand. Il est multiplié par le fateur 1 + (ω − ω0)
2/γ2

d.La dépendane en I du oe�ient d'absorption A de l'atome, 'est-à-dire du rapport Pabs

I
est donnée sur la �gure (5.7). A a une valeur non nulle
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Pabs

ω0 ω

2γd

Fig. 5.8: valeur du oe�ient d'absorption à puissane inidente �xe en fontionde la fréquene du hamp inidenten hamp inident faible, et tend vers zéro si I tend vers l'in�ni : le sys-tème devient alors pratiquement transparent pour l'onde inidente, pare queémission stimulée et absorption s'équilibrent dans le milieu atomique. Cettelimite est atteinte dès que I ≫ Isat(ω) = Isat

(
1 +

(
ω0−ω

γd

)2
). Ce régimede saturation est don d'autant plus di�ile à atteindre qu'on est loin derésonane.En fait, lorsque I devient très grand, la puissane absorbée par l'atometend vers une valeur limite qui vaut :

(Pabs)max = ~ω
1

2
γp (5.6)Elle orrespond à l'absorption d'un photon toutes les deux durées de vie γ−1

pde l'état exité. C'est en e�et la relaxation de la population de l'état exitéqui dissipe en dé�nitive l'énergie inidente.La dépendane en ω de Pabs est donnée sur la �gure (5.8). C'est uneLorentzienne entrée en ω0 : à faible puissane lumineuse, l'absorption (oul'émission stimulée) est importante seulement si (ω − ω0)
2 ≈ γ2

d , 'est-à-dire dans un intervalle de pulsation dont la largeur à mi-hauteur est égaleà 2γd (γd/π en unité de fréquene). La largeur de la transition est donuniquement liée à l'amortissement du dip�le (et pas de la population). Enoutre, la largeur à mi-hauteur roît ave la puissane lumineuse : 'est e



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 118qu'on appelle l'élargissement radiatif.2.2 Absorption saturéeConsidérons une assemblée d'atomes ayant des fréquenes de résonane
ω0 réparties dans un intervalle ∆ω autour d'une fréquene entrale ωab. Ondit que le milieu présente un élargissement inhomogène. Cet élargissementest par exemple dû à l'e�et Doppler dans le as d'un gaz : ω0 = ωab + kv,où v est la omposante de la vitesse de haque atome le long de la diretionde propagation du hamp, dont la distribution obéit à la loi statistique deMaxwell. En général ∆ω ≫ γd. Dans un milieu solide et dense omme unristal, les atomes ont des environnements di�érents et subissent sous l'e�etdu hamp ristallin des déplaements di�érents d'un site à un autre par e�etStark.Ces atomes interagissent ave deux hamps : un hamp E cosωt saturant,et un hamp E ′ cosω′t faible, qui ne perturbe que très faiblement les atomesde l'éhantillon. La puissane absorbée sur le hamp E', P ′

abs, vaut alors :
P ′

abs =

∫
dω0N (ω0)

γd

(ω0 − ω)2 + γ2
d

(Na −Nb) (ω0)où (Na −Nb) est dû à l'e�et des deux hamps sur les atomes, et où N (ω0)est le nombre d'atomes ayant une fréquene d'absorption égale à ω0. Puisque
∆ω ≫ γd, la Lorentzienne est pratiquement une fontion δ (ω − ω0), et onpeut érire :

P ′
abs ≈ P ′

0N (ω′) (Na −Nb) (ω′)- En l'absene du hamp intense Na −Nb ≈ 1, et la ourbe de résonanea pour largeur ∆ω, qui est très grand : la préision des mesures spetroso-piques ainsi e�etuées est limitée par la largeur inhomogène du système (voir�gure 5.9a)).- En présene du hamp intense, Na −Nb ≈ 1 si ω0 6= ω, et on est ramenéau as préédent. En revanhe, si ω0 = ω à γd près, alors Na − Nb ≈ 0,don P ′
abs ≈ 0 : le hamp intense a "reusé un trou" dans la di�érene despopulationsNa−Nb, qui a été "sondé" par le hamp faible (voir �gure (5.9b)).Cette méthode, dite d'absorption saturée, permet de remonter à γd, qui n'estplus masqué par ∆ω.Plaçons-nous maintenant dans le as partiulier de l'élargissement Dop-pler. Les deux hamps appliqués sont pris de même fréquene ω, mais de



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 119

ωab ω ω'

∆ω

a)b)

P'abs

2γdFig. 5.9: absorption du hamp sonde en fontion de sa fréquene : a) (pointillés) enl'absene de hamp pompe ; b) (traits pleins)en présene de hamp pompe
vapeur atomique

E

E'

détecteur

ωωab

Pabs
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b)

Fig. 5.10: spetrosopie d'absorption saturée sur une vapeur atomique : a) on�gu-ration des hamps ; b) ourbe d'absorption en présene du hamp diretsaturant et du hamp ré�éhi faible



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 120diretions opposées (voir �gure (5.10a)). Ils provoquent don des e�ets Dop-pler opposés.- Si ω 6= ωab, le hamp E sature les atomes de vitesse v = ω−ωab

k
, tandisque le hamp E ′ sonde les atomes de vitesse v =

ω′
ab−ω

k
, qui ne sont pasperturbés par la présene du hamp saturant.- Si ω = ωab, E et E ′ sont ouplés tous deux aux atomes de vitesse nullepour lequel Na = Nb à ause du hamp saturant E : on trouve au entre dela large résonane due à E ′ seul un reux entré en ω = ωab, de largeur γd(voir �gure (5.10b)). La "spetrosopie d'absorption saturée" permet donde mesurer la fréquene d'une transition dans un éhantillon gazeux ave unepréision limitée par la largeur naturelle Γsp, et non par la largeur Dopplerbien plus grande.3. Interation entre un atome à deux niveaux et un mode duhamp quantiqueOn va maintenant passer à la desription omplètement quantique del'interation matière-rayonnement, pour voir les phénomènes nouveaux quiapparaissent. On va se plaer ii aussi dans le as le plus simple : le systèmeà deux niveaux pour l'atome et le mode unique pour le hamp.3.1 Position du problèmeCette situation simple orrespond à une situation expérimentale réelle,elle de l'életrodynamique en avité. On utilise une avité életromagnétiquede faibles pertes, qui possède un ensemble disret de modes résonnants dis-rets, de pulsations ωl. On se plae dans le as où un seul de es modes estprohe de la fréquene de Bohr de la transition atomique ω0. Le ouplageessentiel a don lieu entre les états atomiques {|a〉 , |b〉} et les états du seulmode l, du type ∑nl

|0...nl...0〉, où seul le mode l est rempli.Nous verrons plus loin qu'on peut aussi utiliser les résultats de ettesetion, mais ave préautions, au as de l'interation entre un atome delongue durée de vie et un laser monomode intense. En e�et, le laser produitun état ohérent de grand nombre moyen de photons dans un mode l donné.Son interation ave l'atome va se faire ave un élément de matrie √
nlou √

nl + 1 dans le mode l, et un élément de matrie de l'ordre de 1 pourles autres modes. Si on néglige l'émission spontanée, les autres modes ne se



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 121remplissent pas et on va don pouvoir se restreindre à l'espae de Hilbertsous-tendu par les veteurs de base |i;n〉, ave i = a, b, et où |n〉 désigne unétat de Fok du mode l.3.2 Hamiltonien de Jaynes-CummingsL'hamiltonien du système restreint à e sous-espae s'érit, dans le asd'un atome immobile à l'origine des oordonnées :
Ĥ = Ĥat + Ĥray + Ĥ ′

int (5.7)ave :
Ĥat = Eb |b〉 〈b| + Ea |a〉 〈a| (5.8)
Ĥray = ~ωl

(
â+

l âl +
1

2

) (5.9)
Ĥ ′

int = −iEl
−̂→
D.−→ε l

(
âl − â+

l

) (5.10)On prendra pour simpli�er la polarisation du mode onsidéré parallèle à Oz,et on appellera dab l'élément de matrie de D̂z entre les états |a〉 et |b〉. Ĥ ′
ints'érit alors :

Ĥ ′
int = −iEldab [|a〉 〈b| + |b〉 〈a|]

[
âl − â+

l

] (5.11)Lorsqu'on développe le produit, on trouve quatre termes, qui dérivent quatreproessus : eux où l'atome transite de b à a, et le hamp de l'état n à l'état
n−1 (1), ou n+1 (2) ; eux où l'atome transite de a à b, et le hamp de l'état
n à l'état n − 1 (3), ou n + 1 (4). Si ωl est prohe de ω0, les proessus (1)et (4) sont fortement non résonnants et ont un e�et très faible devant euxinduits par les proessus quasi-résonnants (2) et (3). On les négligera ii,et on ne gardera don que deux termes dans l'hamiltonien. D'autre part onprendra omme zéro d'énergie Ea pour les atomes et 1

2
~ωl pour les photons.L'hamiltonien du système, appelé hamiltonien de Jaynes-Cummings, s'érit�nalement :

ĤJC = ~ω0 |b〉 〈b| + ~ωlâ
+
l âl + i

~Ωv

2

[
|a〉 〈b| â+

l − |b〉 〈a| âl

] (5.12)où ~Ωv = 2Eldab est appelé "fréquene de Rabi du vide".



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 1223.3 États et énergies propres du systèmeCet hamiltonien agit de la manière suivante sur les états de la base :
ĤJC |a;n〉 = n~ωl |a;n〉 − i~Ωv

√
n |b;n− 1〉 (5.13)

ĤJC |b;n− 1〉 = ~ [ω0 + (n− 1)ωl] |b;n− 1〉 + i~Ωv

√
n |a;n〉 (5.14)On onstate que le sous-espae, ou multipliité, noté Mn, sous-tendu par lesveteurs {|a;n〉 , |b;n− 1〉}, est fermé sous l'ation de ĤJC . Pour trouver leséléments propres de et hamiltonien, il nous su�t don de le diagonaliserdans haun de es sous-espaes, sauf pour n = 0 où il est déjà diagonal :

ĤJC |a; 0〉 = 0 (5.15)
|a; 0〉 est l'état propre fondamental du système ouplé. Les éléments propresdans Mn sont failes à trouver. On appellera |Ψ±n〉 les états propres dansette multipliité : ĤJC |Ψ±n〉 = E±n |Ψ±n〉, ave :

E±n = ~

(
nωl −

δ

2
± 1

2

√
nΩ2

v + δ2

) (5.16)
|Ψ+n〉 = cos θn |a;n〉 + i sin θn |b;n− 1〉 (5.17)
|Ψ−n〉 = i sin θn |a;n〉 + cos θn |b;n− 1〉 (5.18)et :

δ = ωl − ω0 tan 2θn =
−Ωv

√
n

δ
0 ≤ θn < π/2 (5.19)Niveaux d'énergieLes niveaux d'énergie pour une valeur de n quelonque sont donnés sur la�gure (5.11), dans la région δ ≪ ω0, ωl. On observe une forme hyperboliquedes niveaux d'énergie, orrespondant à e qu'on appelle un antiroisementde niveaux. En partiulier, à résonane exate (δ = 0), on a deux niveauxséparés par l'éart énergétique :

∆En =
√
n~Ωv (5.20)Plaçons-nous d'abord dans le as n = 1, qu'on peut réaliser expérimen-talement dans une expériene d'életrodynamique en avité. Plusieurs situa-tions expérimentales on été étudiées : en premier lieu elle d'une avité réson-nante pour les ondes entimétriques interagissant ave un atome de Rydberg,
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ωlω0

Rvn Ω=Ω hh

( ) lnE ωh1−−

0ωh

Fig. 5.11: niveaux d'énergie du système atome+hamp (une fois le terme (n−1)~ωlretiré) en fontion de la fréquene ωl du hamp'est-à-dire un atome porté dans un état très exité de grand nombre quan-tique prinipal. Par exemple la transition n = 30 → n = 29 a une fréquenede Bohr de 50GHz environ, e qui orrespond bien à une longueur d'onde en-timétrique. Le volume de la avité est alors V = 1cm3, et la taille de l'atomede Rydberg, don du dip�le atomique, proportionnelle à n2, est très grande,de l'ordre de 250nm. Ωv

2π
vaut alors 100kHz. On a aussi beauoup étudié leas d'un atome de Césium, dont la raie de résonane entre le fondamentalet le premier niveau exité vaut λ = 0, 8µm, situé dans une avité de typeFabry-Perot de très petite taille V = 1mm× (50µm)2, et une taille d'atomed'environ 0, 1nm. Ωv

2π
vaut alors 3MHZ. On remarque que Ωv

2π
est d'autantplus petit que V est grand. Pour réduire enore plus V , les herheurs fontappel aux nanotehnologies, qui permettent de réaliser des avités optiquesfontionnant dans le monde fondamental, don d'un volume de l'ordre du

µm3.Lorsque n est grand, on a la même forme d'antiroisement des niveauxd'énergie, mais ave un éart plus grand.



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 124États propresLes états |Ψ±n〉 ne sont en général pas fatorisables :
|Ψ±n〉 6= |Ψat〉 ⊗ |Ψray〉 (5.21)Ils impliquent l'existene d'une orrélation quantique forte entre l'atome etle hamp. Ce sont des "états intriqués". On les appelle aussi états de l"atomehabillé" (par les photons du hamp quantique).A résonane exate, δ = 0, θn vaut π

4
, et don :

|Ψ+n〉 =
1√
2

(|a;n〉 + i |b;n− 1〉) (5.22)
|Ψ−n〉 =

1√
2

(i |a;n〉 + |b;n− 1〉) (5.23)Il y a dans es états intriation maximale entre le hamp et l'atome.Si le désaord devient très grand par valeurs négatives, alors θn → π
2
,et |Ψ+n〉 tend vers i |b;n− 1〉. Si le désaord devient très grand par valeurspositives, θn → 0, et |Ψ+n〉 tend vers |a;n〉. Ces états sont fatorisés : il y"désintriation" entre l'atome et le hamp lorsque les fréquenes propres dehaque systèmes sont très éloignées.3.4 Transition par passage adiabatiqueUtilisons maintenant pour interagir ave l'atome dans son état |a〉 unlaser dont on fait varier ontinûment et lentement le désaord à résonane δdepuis une valeur positive grande devant Ωv

√
n jusqu'à une valeur négativede module grand devant Ωv

√
n. Si on dérit le laser par un état nombre à

n photons, l'état initial du système |a, n〉, est aussi l'état "habillé" |a, n〉 ≃
|ψ+n〉 dans la ondition initiale de grand désaord positif. Si la variationde la fréquene est su�samment lente, le système va suivre adiabatiquementle niveau d'énergie sur lequel il se trouve, et va don parourir la branhed'hyperbole inférieure de la �gure (6.9) tout en restant dans l'état |ψ+n〉.L'état �nal du système dans la situation de grand désaord positif est don
|ψ+n〉 ≃ i|b, n− 1〉 : l'atome a ainsi transité de son niveau inférieur vers sonniveau supérieur.Dans une situation non idéale, le niveau supérieur a une durée de vie�nie, et il est don néessaire que la variation de la fréquene de la soure soite�etué dans un temps ourt devant le durée de vie du niveau |b〉, d'où le nom



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 125de passage adiabatique rapide donné à ette tehnique. Il s'agit d'une méthodeextrêmement e�ae pour transférer un système quantique d'un niveau à unautre ave une probabilité de 100%, ar, à la di�érene de l'impulsion π dansla préession de Rabi, qui néessite une très bon ontr�le de la durée et del'uniformité de l'intensité de l'impulsion appliquée, elle est très robuste vis àvis d'un manque de ontr�le total des onditions de la transition.3.5 E�et des termes antirésonnants : déplaement de Bloh-SiegertPour obtenir l'Hamiltonien de Jaynes-Cummings dont nous venons de dé-terminer les éléments propres, nous avons négligé une partie de l'hamiltoniend'interation, plus préisément sa partie antirésonnante :
ĤAR = i

~Ωv

2

[
− |a〉 〈b| âl + |b〉 〈a| â†l

] (5.24)Il est possible de tenir ompte de manière perturbative de l'e�et de eterme sur haune des multipliités Mn. Il faut pour ela étendre le for-malisme habituel de la théorie des perturbations stationnaires du as d'unniveau unique à elui d'une multipliité Mn. Cela peut se faire par exempleen utilisant la théorie de l'hamiltonien e�etif 2, qui montre que pour trouverà l'ordre 2 vis à vis de la perturbation les éléments propres du système, ilsu�t de trouver les éléments propres d'un hamiltonien e�etif Ĥeff agissantuniquement dans la multipliité Mn, et dont les éléments de matrie entreétats |i〉 et |j〉 de base de Mn valent :
〈i|Ĥeff |j〉 = 〈i|ĤJC|j〉 +

∑

k

〈i|ĤAR|k〉〈k|ĤAR|j〉
1

2

(
1

Ei −Ek
+

1

Ej − Ek

)(5.25)où |k〉 est un état intermédiaire quelonque extérieur à la multipliitéMn. Onretrouve la formule habituelle de la théorie des perturbations au seond ordrepour les éléments diagonaux. Pour les éléments non-diagonaux, on voit qu'ilsu�t de prendre la moyenne des deux dénominateurs d'énergie possibles.Dans le as qui nous préoupe les états |i〉 et |j〉 sont les états |a, n〉 et
|b, n−1〉, et les états intermédiaires |k〉 sont respetivement |b, n+1〉 et |a, n−
2〉. On voit alors failement que les éléments non-diagonaux de l'hamiltonien2 Voir C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Ro, G. Grynberg interation photons-atomesp.38.



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 126e�etif sont égaux à eux de l'hamiltonien de Jaynes-Cummings. Les élémentsdiagonaux, eux, deviennent :
〈a, n|Ĥeff |a, n〉 = ~

(
nωl +

(n+ 1)Ω2
v

4(ω0 + ωl)

)

〈b, n− 1|Ĥeff |b, n− 1〉 = ~

(
nωl − δ − (n− 1)Ω2

v

4(ω0 + ωl)

)La modi�ation des éléments diagonaux onduit à un déplaement globaldes ourbes d'énergie de la �gure (6.9). Le entre de la résonane (intersetiondes asymptotes) est maintenant positionné en :
ωl = ω0 −

(n− 1)Ω2
v

4(ω0 + ωl)
− (n + 1)Ω2

v

4(ω0 + ωl)
≃ ω0 −

nΩ2
v

4ω0

= ω0 −
Ω2

R

4ω0

(5.26)L'existene des termes anti-résonnants onduit don à un déplaement dela résonane, appelé déplaement de Bloh-Siegert, proportionnel à la puis-sane lumineuse inidente. Dans le domaine optique, du fait de la présene de
ω0 au dénominateur, e déplaement est généralement négligeable, quoiqueaessible à des mesures de grande préision. Dans le domaine miro-ondeoù ω0 est faible, il peut être très important, et même du même ordre que
ω0 pour des puissanes inidentes aessibles. La résonane est alors dépor-tée vers la fréquene nulle. Elle peut même disparaître pour des puissanessu�samment grandes.3.6 Émission spontanée de l'atome à l'intérieur de la avitéOn suppose qu'à t = 0 on met l'atome exité dans une avité exatementrésonnante ave sa transition (δ = 0), et vide de photons. L'état initial dusystème est don |Ψ(0)〉 = |b; 0〉. Comme et état n'est pas un état propredu système, il évolue don dans le temps, tout en restant dans la multipliité
M1 = {|b; 0〉 , |a; 1〉}. Il s'érit plus préisément sur la base des états propresdu système :

|Ψ(0)〉 =
1

i
√

2
(|Ψ+1〉 + i |Ψ−1〉) (5.27)On en déduit son expression à tout instant :

|Ψ(t)〉 =
e−iω0t

i
√

2

(
e−iΩv

t
2 |Ψ+1〉 + ieiΩv

t
2 |Ψ−1〉

) (5.28)
= e−iω0t

(
cos

Ωvt

2
|b; 0〉 − sin

Ωvt

2
|a; 1〉

) (5.29)



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 127en revenant à la base "naturelle" |i;n〉. On obtient un omportement analogueà l'osillation de Rabi semi-lassique, mais entre les états |a; 1〉 et |b; 0〉, etnon pas les états purement atomiques |a〉 et |b〉. La probabilité de trouverl'atome en b vaut :
Pb(t) =

∑

n

〈b;n |Ψ(t)〉 〈Ψ(t)| b;n〉 = cos2 Ωvt

2
(5.30)On trouve que ette probabilité a un omportement osillant et non pas expo-nentiel omme dans l'espae libre : la avité "renvoie" le photon sur l'atomequi le réabsorbe ('est une sorte de "squash atomique"). On a ainsi des osil-lations de Rabi à un photon, appelées souvent osillations de Rabi du vide.Si la avité n'est pas résonnante, on trouve :

Pb(t) = 1 − Ω2
v

Ω2
v + δ2

sin2

(√
δ2 + Ω2

v

t

2

) (5.31)
Pb reste prohe de 1 : l'atome reste essentiellement tout le temps dans l'étatexité, et a une probabilité faible de se retrouver dans l'état fondamental.On voit don que l'émission spontanée est très profondément modi�éelorsqu'on met l'atome en présene d'une avité, qu'elle soit résonnante ounon-résonnante. L'émission spontanée apparaît don non pas omme un pro-priété intrinsèque de l'atome, mais omme elle de l'ensemble atome-environnement.3.7 Évolution sous l'e�et d'un état nombreOn va maintenant évaluer la manière dont on peut exiter l'atome ini-tialement dans son état fondamental sous l'e�et d'un hamp présent dans laavité. Nous traiterons d'abord le as où le hamp est initialement dans unétat nombre |n〉. L'état initial du système est alors :

|Ψ(0)〉 = |a;n〉 (5.32)Le système va alors évoluer entre les états |a;n〉 et |b;n− 1〉 de la multipliité
Mn−1. Un alul identique au préédent donne pour |Ψ(t)〉 :

|Ψ(t)〉 = e−inω0t

(
cos

√
nΩvt

2
|a;n〉 + sin

√
nΩvt

2
|b;n− 1〉

) (5.33)On a maintenant :
Pb(t) = cos2

√
nΩv

2
t (5.34)



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 128On retrouve bien l'osillation de Rabi pour l'atome, ave la même fréquened'osillation, omme nous l'avons montré au début de ette setion. On peutii aussi faire subir au système une impulsion π
2
((√nΩvtπ

2
= π

2

). On atteindraalors l'état : ∣∣Ψ
(
tπ

2

)〉
=

1√
2
e
−inω0tπ

2 (|a;n〉 + |b;n− 1〉) (5.35)C'est un état intriqué très di�érent de elui atteint dans le régime semi-lassique |Ψat〉 = 1√
2
(|a〉 + |b〉). On peut voir en partiulier que dans etétat 〈Ê〉 = 0 et 〈−̂→D〉 = 0, alors que 〈Ψat

∣∣∣∣
−̂→
D

∣∣∣∣Ψat

〉
6= 0 dans un hamplassique E cosωt. Cet état présente de fortes orrélations atome-hamp : sil'atome est mesuré dans l'état |a〉, alors on est sûr que le hamp est dans l'état

|n〉. Si l'atome est mesuré dans l'état |b〉, on est sûr que le hamp est dansl'état |n− 1〉. Les états du hamp atteints dans les deux as sont deux étatsorthogonaux, don très di�érents même pour n très grand. Cette orrélationest non loale : on peut mesurer l'état de l'atome bien après qu'il ait traverséla avité, et en déduire "à distane" l'état du hamp dans ette avité.3.8 Évolution sous l'e�et d'un état ohérentEtat ohérent quelonqueLes propriétés de orrélations quantiques onstatées dans le paragraphepréédent sont liées à la nature très "non-lassique" de l'état nombre. Onsuppose maintenant que le hamp est dans un état plus "habituel", pluspréisément :
|Ψ (0)〉 = |a〉 ⊗ |α〉 (5.36)ave :

|α〉 =
∑

n

cn |n〉 cn = e−
|α|2

2

αn

√
n!

(5.37)On a don |Ψ (0)〉 =
∑

n cn |a;n〉, d'où l'on déduit l'état du système à toutinstant, par linéarité de l'équation de Shrödinger :
|Ψ (t)〉 =

∑

n

cne
−inω0t

[
cos

√
nΩvt

2
|a;n〉 + sin

√
nΩvt

2
|b;n− 1〉

] (5.38)
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Fig. 5.12: probabilité de trouver l'atome dans l'état inférieur lorsqu'il interagit aveun état ohérent de valeur de α = 4Cet état nous permet de aluler la probabilité de trouver l'atome dans l'étatinitial |a〉 :
Pa (t) =

∑

n

|cn|2 cos2

√
nΩvt

2
(5.39)Cette fontion est représentée sur la �gure (5.12). Pa (t) est formé par unesuperposition d'osillations de Rabi de fréquenes di�érentes, qui démarrenttoutes en phase. Les di�érentes osillations se brouillent à des instants ulté-rieurs, et Pa (t) se rapprohe de sa valeur moyenne 1

2
au bout d'un temps del'ordre de Ω−1

v . Cependant, omme le nombre de sinusoïdes qui ontribuentest �ni, les osillations �nissent, après un temps de réurrene, par se remettreapproximativement en phase, et Pa (t) reprend des valeurs prohes de 1 aubout d'un temps de l'ordre de |α|Ω−1
v : 'est le phénomène de renaissanequantique. Ce omportement omplexe du système, qui n'a pas d'équivalentlassique, a été mis en évidene expérimentalement. La �gure (5.13) donne unexemple de résultat expérimental obtenu ave di�érentes valeurs de α, entre0 et 1,3 sur un atome de Rydberg interagissant ave une avité miro-ondesupraondutrie (M. Brune et al, Phys. Rev. Letters 76, 1800 (1996)).
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Fig. 5.13: (A), (B), (C), (D) : probabilité mesurée de trouver l'atome dans son étatexité en fontion du temps d'interation lorsque le nombre moyen dephotons dans l'état ohérent est respetivement de 0 (ave 0,06 photonsd'origine thermique subsistant dans le mode), 0,4, 0,85 et 1,77. (a), (b),(), (d) : transformées de Fourier orrespondantes. (α), (β), (γ), (δ) :distribution du nombre de photons déduite de la transformée de Fourier.La ligne en traits pleins orrespond à l'expression théorique



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 131État du système dans la phase de brouillage des osillationsDans la suite de ette setion, on notera :
α = |α|eiφ =

√
n̄eiθ (5.40)où φ est à la phase à l'origine du hamp appliqué. On se plae dans le asoù l'état ohérent ontient un nombre moyen de photons n̄ non négligeable,et on va herher à déterminer l'état du système au milieu de la zone dedisparition des osillations, plus préisément à l'instant t1 tel que :

Ωvt1

2
√
n̄

= π (5.41)Notons que t1 est proportionnel à √n̄, et don qu'il ne faut pas que le nombrede photons soit trop grand, ar alors t1 risquerait d'être plus grand que lestemps de relaxation du système (dans la pratique n̄ ≃ 10, 100). On a alors,pour toutes les valeurs de n où cn est appréiable, en utilisant le développe-ment de la raine autour de sa valeur moyenne :
√
n+ 1 ≃

√
n̄+

1

2
√
n̄

(5.42)don
sin(Ωvt1

√
n̄+ 1) = cos(Ωvt1

√
n̄) (5.43)L'état du système à t1 s'érit don :

|Ψ(t1)〉 =
∑

n

e−inω0t1cos

√
nΩvt1
2

(
cn|a, n〉 + e−iω0t1cn+1|b, n〉

) (5.44)Si on utilise le fait que cn+1/cn = α/
√
n + 1 ≃ eiφ pour toutes les valeurs de

n où cn est non négligeable, on trouve qu'il y a à et instant fatorisation del'état du système :
|Ψ(t1)〉 ≃ |Ψray〉 ⊗

1√
2

(
|a〉 + e−iω0t1+iφ|b〉

) (5.45)L'état du rayonnement à et instant étant donné par :
|Ψray〉 =

√
2
∑

n

e−inω0t1cos

√
nΩvt1
2

cn|n〉 (5.46)



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 132Par ailleurs le osinus �gurant dans l'expression préédente peut aussi s'érire :
cos

√
nΩvt1
2

= cosπ
√
nn̄ = cosπ

n̄+ n

2
(5.47)On peut don mettre l'état du rayonnement sous la forme :

|Ψray〉 =
1√
2

(
eiπn̄/2

∑

n

e−inω0t1einπ/2cn|n〉 + e−iπn̄/2
∑

n

e−inω0t1e−inπ/2cn|n〉
)(5.48)

=
1√
2

(
eiπn̄/2|iαe−iω0t1〉 + e−iπn̄/2| − iαe−iω0t1〉

) (5.49)L'état du rayonnement est don une superposition de deux états ohérentsd'amplitudes opposées |iαe−iω0t1〉| et −iαe−iω0t1〉. On a don produit danset état intermédiaire un "hat de Shrödinger", formé de deux états quasi-lassiques très di�érents et en opposition de phase.État du système dans le régime d'osillation pour |α| très grandSi n̄≫ 1, l'état ohérent est de plus en plus lassique ar ses �utuationsquantiques deviennent négligeables en valeur relative (∆E ≪ 〈E〉, ou bien
∆N = |α| ≪ n = |α|2). t1 devient très grand, et l'amortissement des osilla-tions de Rabi n'est plus observable avant que le système ne soit amorti parrelaxation. On peut alors érire que :

√
n ≈

√
n+ (n− n)

1

2
√
n

(5.50)tant que (n− n) 〈∆n =
√
n. On en onlut que √

n reste très voisin (àquelques unités près) de √
n dans toute la zone où les oe�ients |cn|2 nesont pas négligeables. Introduisons la notation √

nΩv = ΩR. On a alors l'ex-pression approhée suivante de |Ψ (t)〉 :
|Ψ (t)〉 ≈

(
cne

−inω0t |n〉
)
⊗ |a〉 cos

ΩRt

2
+
(
cne

−inω0t |n− 1〉
)
⊗ |b〉 sin

ΩRt

2(5.51)Or on a omme préédemment cn/cn−1 ≃= eiφ dans toute la zone où |cn|2 6=
0. Moyennant es approximations, on peut érire l'état du système sous laforme :

|Ψ (t)〉 ≈
∣∣αe−iω0t

〉
⊗
{
|a〉 cos

ΩRt

2
+ e−i(ω0t−φ) |b〉 sin

Ωrt

2

} (5.52)



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 133On a don fatorisation à tout instant de l'état omplet, don déorrélation,ou désintriation :
|Ψ (t)〉 = |Ψray〉 ⊗ |Ψat〉 (5.53)L'état du hamp est un état ohérent évoluant librement, don non perturbépar l'interation ave l'atome, et non pas un hat de Shrödinger omme dansle paragraphe préédent. L'état de l'atome, |Ψat〉 présente une osillation deRabi à la fréquene ΩR =
√
nΩv = −dab < Ê > /~, qui est la fréquene deRabi de la théorie semi-lassique.Préisons un peu plus e dernier point : introduisons le veteur |θ〉 dé�nipar |θ〉 = â+

l |α〉−α∗ |α〉. Il est élémentaire de montrer que e veteur a pournorme 1. On peut alors érire :
â+

l |α〉 = α∗ |α〉 + |θ〉 (5.54)Dans le deuxième membre de ette égalité, le premier terme, qui a pournorme |α|2, l'emporte sur le seond, de norme 1, lorsque |α| devient trèsgrand. A ette limite, l'état ohérent est un veteur propre de â+
l , en plusd'être "naturellement" veteur propre de âl. Erivons l'hamiltonien ̂̃HJC deJaynes-Cummings en représentation d'interation vis à vis du hamiltoniende rayonnement libre Ĥray, 'est-à-dire en enlevant Ĥray et en remplaçant âlpar âle

−iωt :
̂̃HJC = ~ω0 |b〉 〈b| + i

~Ωv

2

[
|a〉 〈b| â+

l e
iωt − |b〉 〈a| âle

−iωt
] (5.55)A ause de la propriété des états ohérents que nous venons de signaler,un état initial fatorisé du type |φat > ⊗|α > ave |α| ≫ 1 est veteurpropre de la partie rayonnement de e hamiltonien. La partie rayonnementdu veteur d'état va don rester dans stationnaire au ours de l'évolutionsous l'e�et de l'hamiltonien de Jaynes-Cummings : l'état va rester fatorisé,du type |φat(t) > ⊗|α >, et sa partie atomique va évoluer sous l'e�et d'unhamiltonien purement atomique, ĤJC,at qui s'érit :

ĤJC,at = ~ω0 |b〉 〈b| + i
~Ωv

2

[
|a〉 〈b|α∗eiωt − |b〉 〈a|αe−iωt

] (5.56)Puisque Ωvα = ΩR, et hamiltonien n'est autre que l'hamiltonien semi-lassique à l'approximation séulaire que nous avons étudié dans le hapitre2.



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 134On vient don de trouver la ondition de validité de l'approhe semi-lassique : elle-i donne l'évolution atomique exate dans le as où le hampappliqué est ohérent et intense. C'est aussi la ondition de validité des équa-tions de Bloh, qui dérivent lassiquement les hamps appliqués et tiennentompte de l'émission spontanée, phénomène purement quantique, par l'inter-médiaire de termes de relaxation.Préisons que seules les valeurs moyennes des quantités atomiques sontdérites par les équations de Bloh. Les �utuations des variables induitespar l'émission spontanée et les �utuations quantiques des hamps appliquésne sont évidemment pas prises en ompte dans es équations. Les �utuationsdues à l'émission spontanée jouent en partiulier un r�le important dans leproblème du refroidissement des atomes par rayonnement laser appelé re-froidissement "Doppler". De même, pour déterminer l'évolution moyenne duhamp, on peut utiliser les équations de Maxwell ave les soures atomiquesdonnées par la solution des équations de Bloh. Mais on ne pourra pas déter-miner dans e adre les varianes des hamps, pas plus que les orrélationsquantiques de tous ordres (entre hamps, entre le hamp et l'atome), pourlesquelles la théorie quantique est totalement néessaire. Nous reviendronssur es questions de �utuations et de orrélations dans le dernier hapitrede e ours.4. Atome à deux niveaux interagissant ave un mode unique duhamp en présene de relaxation4.1 Position du problèmeLe modèle de Jaynes-Cummings dérit en fait une situation très idéalisteoù le système atome-mode est totalement isolé. Cette situation orrespondassez bien au as d'un atome de Rydberg, qui a une très longue durée devie, ouplé à une avité de très grande �nesse. Il s'applique moins au as del'atome de Césium, de ourte durée de vie, dans une avité de type Fabry-Perot. Il faut don tenir ompte des "fuites" du système atome-mode l versd'autres états, 'est-à-dire de la relaxation. Nous allons don herher deséquations du type des équations de Bloh, mais maintenant pour le systèmeatome-mode l dérit en termes de matrie densité.De manière générale, les pertes du système sont de deux types :- L'atome est ouplé à d'autres modes que le mode l de la avité : quand



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 135il est dans l'état exité, l'émission spontanée le ouple aussi à tous les autresmodes de même fréquene, mais de diretions et de polarisations di�érentesde elui du mode l. Ces modes étant en nombre in�ni, nous supposerons, equi est généralement le as, que le taux d'émission spontané vers tous lesmodes autres que l est peu di�érent du taux total d'émission spontané dansl'espae libre Γsp.- La avité a des pertes : l'énergie életromagnétique dans la avité déroîten e−κt. Pour donner un ordre de grandeur, la �nesse (soit le nombre moyend'allers-retours que fait la lumière avant de sortir, égal au rapport de l'intervalspetral libre c/L à la largeur κ d'une résonane de la avité) des avitésoptiques les plus résonnantes que l'on sahe réaliser atuellement est rarementsupérieure à 105.Dans le as de l'expériene sur le Césium mentionnée préédemment, Γspvaut environ 6 × 107s−1, et κ vaut 2 × 107s−1.4.2 Equation d'évolution des opérateurs dip�le et hampÉrivons tout d'abord les équations de Heisenberg pour les opérateurs ŝ+et âℓ, respetivement égaux, à un fateur multipliatif près, au dip�le om-plexe de l'atome et au hamp omplexe dans la avité. L'évolution temporellede es opérateurs en représentation de Heisenberg -où les états sont égaux àleurs valeurs initiales et où seuls les opérateurs variant dans le temps- vontnous renseigner sur les dynamiques respetives du dip�le atomique et duhamp omplexe dans la avité. En l'absene de toute relaxation, leurs tauxde variation sont proportionnels à leur ommutateur ave l'hamiltonien deJaynes-Cummings, soit plus préisément :
d

dt
ŝ+ = −iω0ŝ+ − Ωv ŝzâℓ

d

dt
âℓ = −iωℓâℓ +

Ωv

2
ŝ+ (5.57)En présene de proessus de relaxation, on montre qu'il faut rajouter auxtaux d'évolution des termes proportionnels aux taux de relaxation respe-tives, soit :

d

dt
ŝ+ = (−iω0 −

Γsp

2
)ŝ+ − Ωvŝzâℓ

d

dt
âℓ = (−iωℓ −

κ

2
)âℓ +

Ωv

2
ŝ+ (5.58)



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 136Il s'agit d'un système non fermé d'équation, ar l'évolution de ŝ+ est liée àelle de l'opérateur ŝzâℓ, dont il faudrait à son tour érire l'équation d'évo-lution, qui dépendra d'un nouvel opérateur, et ainsi de suite. L'ensemble deette hiérarhie d'équations n'est malheureusement pas exatement soluble.4.3 Régime d'évolution linéaireOn va faire l'approximation qui onsiste à remplaer dans la deuxièmeéquation de (5.58) ŝzâℓ par âℓ/2.Cette approximation est valable dans deux as : le premier orrespond àla situation d'un atome très peu exité en moyenne, pour lequel ŝz ≃ 1/2 ; ladeuxième orrespond au phénomène d'émission spontanée d'un atome uniquedans la avité, où l'état initial est l'état |b; 0 >. Dans e dernier l'évolutionse fait dans le sous-espae sous-tendu par les |b; 0〉, |a; 1〉 et |a; 0〉. Il est failede voir que :
ŝzâℓ |a; 1〉 =

1

2
aℓ |a; 1〉 ŝzâℓ |a; 0〉 = 0 =

1

2
aℓ |a; 0〉 ŝzâℓ |b; 0〉 = 0 =

1

2
aℓ |b; 0〉(5.59)Les opérateurs ŝzâℓ et âℓ/2 oïnident don dans le sous-espae onsidéré.Lorsqu'on fait ette approximation, on est en présene du système trèssimple d'équations di�érentielles linéaires :

d

dt
ŝ+ = (−iω0 −

Γsp

2
)ŝ+ − Ωv

2
âℓ

d

dt
âℓ = (−iωℓ −

κ

2
)âℓ +

Ωv

2
ŝ+ (5.60)Il s'agit d'équations dont la struture est familière : elles dérivent l'évolutionde deux osillateurs lassiques ouplés et amortis, de fréquenes propres ωlet ω0.4.4 Régimes de ouplage fort et de ouplage faibleNous nous plaerons pour simpli�er dans le as exatement résonnant

ωl = ω0. Lorsqu'on herhe les valeurs propres du système, on tombe sur uneéquation du seond degré dont le disriminant ∆ vaut
∆ =

(
Γsp − κ

2

)
− Ω2

v (5.61)On distinguera deux régimes selon le signe de e disriminant.
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Im λ Re λ

Ωv

ω0
(κ+Γsp)/4

(Ωv)cr

κ/2

Γsp/2Fig. 5.14: parties réelles et imaginaires des valeurs propres en fontion du ouplage
Ωv dans le as où κ > ΓspCouplage fortC'est le as où Ωv > (Ωv)cr = |κ−Γ|

2
, qui orrespond à une faible relaxa-tion (ou à deux relaxations identiques) par rapport au ouplage. Les valeurspropres du système valent alors :

λ1,2 = −i(ω0 ±
i

2

√

Ω2
v −

|κ− Γsp|2
4

− κ+ Γsp

4
(5.62)L'évolution se faisant en eλ1,2t, on voit que le système relaxe ave un taux

(κ+Γsp)/4 : 'est en quelque sorte une relaxation "moyenne" entre la relaxa-tion due à la avité et elle due aux atomes. Il y a par ontre deux fréquenesd'osillations (voir �gure ( 5.14)). En l'absene de relaxation, es deux pul-sations sont séparées de Ωv, omme on peut s'y attendre de la part de deuxosillateurs lassiques de mêmes pulsations et ouplés entre eux. On retrouveaussi la levée de dégénéresene d'amplitude Ωv des niveaux de l'atome ha-billé. Lorsque la relaxation n'est plus négligeable, l'éart entre les fréquenespropres du système diminue et s'annule pour Ωv = |κ−Γsp|
2

.De l'évolution de ŝ+ et âℓ on peut déduire elle de ŝ+ŝ− et â†ℓâℓ, 'est-à-dire, à un fateur près, l'énergie de l'atome ou elle du hamp dans laavité. Si on part de l'atome dans l'état exité en l'absene de photons dansla avité, on trouve que es deux quantités déroissent dans le temps avele taux (κ + Γsp)/2 tout en osillant à la fréquene Ωv. La probabilité de
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Pb(t)

0
0

t

1

Fig. 5.15: probabilité de trouver le système dans l'état exité en régime de ouplageforttrouver le système dans l'état exité est donnée sur la �gure ( 5.15). L'énergietotale relaxe demanière monotone, et par suite l'énergie du hamp osilleen quadrature ave l'exitation atomique : il y a transfert périodique del'énergie de la partie atomique à la partie életromagnétique. On peut voire phénomène omme une osillation de Rabi amortie, ou omme l'éhangepériodique d'énergie qui se produit lorsque deux osillateurs lassiques sontouplés.L'existene de deux modes propres du système atome+avité en régimede ouplage fort se manifeste aussi sur les propriétés de la avité : il faut pourela oupler la avité à une soure extérieure de rayonnement de fréquene
ωs variable au voisinage de ωl, par exemple en envoyant une onde inidenteextérieure à travers l'un des deux miroirs du Fabry-Perot. Ce ouplage à unesoure lassique de rayonnement relève de l'approhe "semi-quantique", quia été abordée dans le paragraphe 1.2 du hapitre 4. Il a pour e�et de rajouterun terme soure dans l'hamiltonien du système, qui s'érit en représentationd'interation vis-à-vis de l'hamiltonien de rayonnement et en négligeant lestermes anti-résonnants :̂

HSQ,int = Alâle
iωst + A∗

l â
+
l e

−iωst (5.63)Il faut alors rajouter l'e�et de e nouveau ouplage dans les équations d'évo-lution des valeur moyennes e =< âℓ > et d =< ŝ+ >, égales à un fateur



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 139

Fig. 5.16: spetre de transmission d'une avité Fabry-Perot de très grande �nesseontenant en moyenne un seul atome et aordée à résonane exate avela résonane atomiqueprès, à la valeur moyenne du hamp intraavité et du dip�le atomique. Onobtient un nouveau terme dans l'évolution de e, égal à < [âl, ĤSQ,int]/i~ >qui vaut ii A∗
l e

−iωst/i~ = −A′e−iωst. Si on suppose en outre que le ouplageentre la soure et la avité (la transmission du miroir) est su�samment faiblepour qu'il n'y ait jamais plus d'un photon dans la avité, on peut utiliser lesrésultats de ette partie. Les équations d'évolution de e et d s'érivent alors :
d

dt
e =

(
−iωl −

κ

2

)
e+

Ωv

2
d−A′e−iωst (5.64)

d

dt
d =

(
−iω0 −

Γsp

2

)
d− Ωv

2
e (5.65)Ce système omporte maintenant un terme inhomogène et a don une solu-tion forée, de la forme e = e0e

−iωst, d = d0e
−iωst donnés par :

(
i(ωs − ωl) −

κ

2

)
e0 +

Ωv

2
d0 = A′ (5.66)

(
i(ωs − ω0) −

Γsp

2

)
d0 −

Ωv

2
e0 = 0 (5.67)



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 140Ce système se résout aisément pour donner la valeur du hamp intraavité :
e0 = A′ i(ωs − ω0) + Γsp

2

(iωs + λ1)(iωs + λ2)
(5.68)où λ1 et λ2 sont les deux exposants aratéristiques déterminés au début dee paragraphe. L'énergie életromagnétique intraavité est proportionnelle à

|e0|2 qui s'érit :
|e0|2 = |A′|2 (ωs − ω0)

2 +
Γ2

sp

4

(ωs + Im{λ1})2 +Re{λ1}2)(ωs + Im{λ2})2 +Re{λ2}2)
(5.69)Elle présentera don un maximum au voisinage des résonanes du système,'est-à-dire lorsque ωs oïnidera ave −Im{λ1} ou −Im{λ2}, la largeur despis orrespondants étant égale à Re{λ1} et Re{λ2}, es quantités étantdonnées sur la �gure (5.14). On obtient don diretement de ette manièrele spetre du système ouplé.En mesurant la transmission de la avité à travers le deuxième miroirdu Fabry-Perot, on obtient une quantité proportionnelle à |e0|2. Lorsque lehamp inident est très faible et qu'on fait varier sa fréquene autour de lafréquene ommune de résonane de la avité vide et de l'atome, on observe,en l'absene d'atome un pi de résonane d'Airy unique (donné par l'expres-sion préédente ave Ωv = 0). Par ontre si la avité ontient un atome, 'estle système atome+avité qui est testé, et on observe un dédoublement du pide transmission orrespondant à l'apparition des deux nouvelles fréquenespropres du système (voir �gure 5.16, tirée de la référene R. Thompson et al,Phys. Rev. Letters, 68, 1133 (1992)).Couplage faibleC'est le as où Ωv < (Ωv)cr = |κ−Γsp|

2
, qui orrespond à une forte relaxationpar rapport au ouplage. Les valeurs propres valent alors :

λ = −iω0 ±
1

2

√
|κ− Γsp|2

4
− Ω2

v −
κ+ Γsp

4
(5.70)La partie imaginaire de λ vaut −ω0. Il n'y a plus qu'une seule fréquened'osillation pour le système, qui est la fréquene non perturbée ω0 : la levée



5. ATOME A DEUX NIVEAUX ET CHAMP QUASI-RÉSONNANT 141de dégénéresene due au ouplage est don totalement annulée par l'e�et dela relaxation. Par ontre le système a deux taux de relaxation Γ± :
Γ± =

κ+ Γsp

4
± 1

2

√
|κ− Γsp|2

4
− Ω2

v (5.71)Ces deux taux tendent vers κ
2
et Γsp

2
lorsque le ouplage Ωv tend vers zéro (voir�gure (6.12)). Lorsque Ωv est petit, on a, par exemple dans le as κ > Γsp :

Γ+ =
κ

2
− Ω2

v

2 (Γsp − κ)
(5.72)

Γ− =
Γsp

2
+

Ω2
v

2 (Γsp − κ)
(5.73)La deuxième relation montre en partiulier que l'atome a une durée de vieraourie lorsqu'on le met dans une avité résonnante ave la transition,même non parfaite : 'est l'"e�et Purell". En revanhe, la avité a une duréede vie rallongée par le même ouplage.Plaçons nous dans le as limite de la "mauvaise avité" κ >> Γsp (ave

κ >> Ωv ). Si on introduit la valeur du taux d'émission spontanée Γsp etelle de Ωv, on trouve :
Γ− ≃ Γsp

2

3cλ3

8πκV 2
(5.74)Il y a aélération de l'émission spontanée, d'autant plus grande que κ et Vsont faibles (tout en ayant κ >> Ωv) .Si la avité est de moins en moins résonnante, κ devient trop grand,et on ne peut plus donner un r�le partiulier au mode disret résonnant lde la avité. On a plut�t a�aire dans la avité à une bande de fréquenes,don à un ontinuum "struturé", de largeur faible mais non nulle. Dans eas 'est la règle d'or de Fermi qu'on utilise, mais ave une densité d'états

ρ (E) modi�ée par rapport à elle du vide. Dans e as, le taux d'emissionspontanée est plus grand que elui dans l'espae libre lorsque la avité estrésonnante ave l'atome, et plus petit lorsque la avité est hors résonane.Le alul([4℄) montre que le taux maximum d'émission vaut ΓspFPurcell, lefateur de Purell FPurcell étant égal à :
FPurcell =

3

16π2

Qλ3

Vmod
(5.75)

Vmod étant le volume du mode dans la avité. Des fateurs FPurcell de l'ordrede 100 à 1000 ont été mesurés dans les expérienes.
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Fig. 5.17: mesure du spetre de �uoresene d'un atome de sodium élairé à réso-nane exate par un laser de 640mW/cm24.5 Atome à deux niveaux ave émission spontanée interagissant ave unhamp laser monomode intense en l'absene de avitéDans ette on�guration, omme nous l'avons déjà signalé, le ouplage sefait essentiellement ave le mode laser l, mais il y a aussi émission sponta-née vers d'autres modes. Si on dérit, en première approximation, le hamplaser par un état nombre |n〉, le système ne reste don pas dans la mul-tipliité Mn sous-tendue par |a;n〉 et |b, n− 1〉. Il peut se retrouver dansl'état |a;n− 1, 1l′〉 par émission spontanée, don dans la multipliité Mn−1sous-tendue par les états |a;n− 1〉 et |b, n− 2〉. Il y a asade radiative dusystème entre les multipliités de l'atome habillé, plus préisément entre lesniveaux de l'atome habillé, peu perturbés par ette instabilité (si on supposeque le déplaement de Lamb est petit devant le ouplage, égal maintenantà Ωv

√
n. Les fréquenes des photons d'émission spontanée sont don égalesaux fréquenes de Bohr de l'atome habillé :

E±n − E±n−1 = ωl ±
√
n

Ωv

2
±
√
n− 1

Ωv

2
(5.76)
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√
n− 1, et on n'a en fait que trois fréquenes detransition possibles, ωl et ωl ±

√
nΩv. Rappelons en�n que √

nΩv ≈ ΩR, lafréquene de Rabi purement atomique de la théorie semi-lassique. La théorieomplète du phénomène donne en outre les largeurs (≈ Γsp) des résonanes.L'émission spontanée d'un atome irradié par une onde laser intense a donlieu à trois fréquenes au lieu d'une, séparées par la pulsation de Rabi : 'estle triplet de �uoresene, ou triplet de Mollow, que l'on peut observer dèsque ΩR > Γ (voir �gure (5.17), tirée de la référene : R. Grove et al, Phys.Rev. A, 15, 227 (1977)).5. RéapitulatifNous avons vu dans e hapitre un ertain nombre de phénomènes quiapparaissent lorsqu'on fait interagir un atome ave un hamp résonnant ouquasi-résonnant. Citons parmi les phénomènes les plus importants :� La possibilité de réer et de manipuler des superpositions d'états ato-miques ou atome-hamp (états "intriqués" ou états de l'atome habillé),'est-à-dire de la "ohérene quantique".� Les e�ets de saturation : on onstate qu'un système à deux niveaux estun système très "non linéaire" (à la di�érene d'un osillateur harmo-nique).� L'importane de la perturbation de l'atome par son interation aveun hamp, vide ou dans un état de grande énergie : déplaement desniveaux atomiques, apparition de triplet, diminution ou augmentationdu taux d'emission spontanée� Le r�le partiulier de l'état ohérent du hamp, qui permet de déorrélerl'atome et le hamp, et don d'érire des équations d'évolution pour lesseules variables atomiques, qui sont les équations de Bloh du hapitre2.� Le r�le des orrélations inter-atomiques dans l'évolution, lorsque lehamp est ouplé de manière ohérente à une assemblée d'atomes.



6. ASSEMBLÉE D'ATOMES A DEUX NIVEAUX ET CHAMPQUASI-RÉSONNANTNous allons dans e hapitre onsidérer le as oùN atomes à deux niveauxidentiques, de positions ~ri (i = 1, ..., N) �xes, interagissent ave une ondemonohromatique. Une analyse super�ielle peut laisser penser que es Natomes identiques ajoutent leurs e�ets et que les phénomènes sont les mêmesqu'ave un seul atome, multipliés par N. Nous allons voir que e n'est pastoujours le as.1. Approhe semi-lassique1.1 Hamiltonien semi-lassiqueL'espae de Hilbert auquel nous nous intéressons ii est sous-tendu parles veteurs |ai > et |bi > qui sont assoiés aux niveaux fondamental etexité de l'atome de numéro i. Sa dimension est don 2N : les états qu'ilontient ne sont en général,pas fatorisables en états de haque atome. Ildérit don naturellement toutes les orrélations interatomiques suseptiblesd'apparaître.En l'absene d'interation entre atomes, supposés su�samment éloignésl'un de l'autre, et en présene d'une onde lassique appliquée Eǫei(k·ri−ωt−φ)l'hamiltonien semi-lassique à l'approximation dipolaire et séulaire s'érit :
Ĥ = −

N∑

i=1

~δ |bi〉 〈bi| − 1

2
dabE

N∑

i=1

[
|ai〉 〈bi| e−i(k·ri+φ) + |bi〉 〈ai| ei(k·ri+φ)

](6.1)(ave δ = ω − ω0) que l'on peut aussi érire à l'aide des opérateurs de spin�tif de haque atome, proportionnels aux matries de Pauli, introduits dansle hapitre 2 :
ŝ+i = |bi〉 〈ai| ŝzi =

1

2
(|ai〉 〈ai| − |bi〉 〈bi|) (6.2)
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Ĥ = ~δ

N∑

i=1

(ŝzi −
1̂

2
) − 1

2
dabE

N∑

i=1

[
ŝ−ie

−i(k·ri−φ) + ŝ+ie
i(k·ri−φ)

] (6.3)1.2 Veteur de Bloh olletifPlaçons nous maintenant dans le as simple où les atomes sont à desdistanes mutuelles bien inférieures à la longueur d'onde autour de l'originedes oordonnées, de sorte que |k · ri| ≪ 1. On peut alors introduire lesopérateurs olletifs :
Ŝz =

N∑

i=1

ŝzi Ŝ±i =
N∑

i=1

ŝ±i (6.4)qui sont attahés à l'opérateur somme de tous les spins �tifs de tous lesatomes de l'assemblée, qui est aussi un moment inétique, en tant que sommed'opérateurs moments inétiques :̂
~S =

N∑

i=1

~̂si (6.5)La valeur moyenne du veteur ~̂S dans l'état du système n'est autre que leveteur de Bloh olletif dérivant l'état de l'assemblée des N atomes.On appellera |S,MS > les veteurs propres ommuns à ~̂S2 de valeur propre
S(S + 1) et Ŝz de valeur propre MS . Comme ~̂S est somme de N momentsinétiques 1/2, S peut prendre toutes les valeurs omprises entre 0 et N/2.1.3 Evolution du systèmeL'hamiltonien semi-lassique s'érit �nalement :

Ĥ = ~δ(Ŝz −
N

2
1̂) +

~ΩR

2

(
Ŝx cosφ+ Ŝy sin φ

) (6.6)On remarque que l'hamiltonien ommute ave ~̂S2 : le nombre quantique
S sera don onservé au ours de l'évolution. Considérons le as partiulier



6. ASSEMBLÉE D'ATOMES A DEUXNIVEAUXET CHAMPQUASI-RÉSONNANT 146où tous les atomes sont initialement dans l'état inférieur |a〉. L'état initialest alors :
|Ψ0〉 = |a1, a2, ..., aN〉 = |S =

N

2
,MS =

N

2
〉 (6.7)En e�et, tous les atomes étant dans un état de ŝiz = 1/2, on a Ŝz = MS =

N/2, qui ne peut orrespondre qu'à S = N/2. L'évolution ultérieure dusystème va don se faire à S = N/2 onstant, don dans le sous-espae sous-tendu par les veteurs |S = N
2
,MS〉 ave N/2 ≥MS ≥ −N/2.On a par exemple :

|S =
N

2
,MS =

N

2
− 1〉| =

1√
N
Ŝ−|Ψ0〉 =

1√
N

∑

i

ŝ−i|a1, a2, ..., aN〉

=
1√
N

∑

i

|a1, a2, .., bi, .., aN〉 (6.8)Il s'agit de l'état où un atome est exité, sans qu'on sahe lequel. Cet étatn'est pas fatorisable : il témoigne de l'existene de orrélations quantiquesentre atomes. Les niveaux suivants, appelés "états de Dike", |S = N
2
,MS −

m〉 ontiennent m exitations déloalisées dans l'assemblée d'atomes, jusqu'àl'état où tous les N atomes sont exités :
|Ψe〉 = |b1, b2, ..., bN〉 = |S =

N

2
,MS = −N

2
〉 (6.9)qui ne ontient auune orrélation inter-atomique.L'opérateur d'évolution, est, à un fateur de phase près, un opérateur derotation, pare qu'il s'érit exp iNδt/2 exp(−i ~̂S ·~Ωt), ave un veteur rotation

~Ωt identique à elui du as à un atome. Le veteur de Bloh e�etue donla préession de Rabi que nous onnaissons bien, même s'il est "plus long"que dans le as d'un atome unique. A résonane exate δ = 0 la préessiontransformera l'état non exité |Ψ0〉 en l'état omplètement exité |Ψe〉 aubout d'un temps π/2ΩR (impulsion π). Une impulsion π/2 réera un état
|Ψd〉|S = N

2
,MS ≃ 0〉 de dip�le total maximal. On peut montrer que :

〈S =
N

2
,MS|ŝ+iŝ−j|S =

N

2
,MS〉 =

N2/4 −m2

N(N − 1)
(6.10)Cette relation montre que les orrélations entre dip�les atomiques individuelssont maximales dans l'état |Ψd >, et nulles dans les états extrêmes |Ψ0〉 et

|Ψe〉.



6. ASSEMBLÉE D'ATOMES A DEUXNIVEAUXET CHAMPQUASI-RÉSONNANT 147On peut montrer que et état est suseptible de rayonner de manièremaximale, ar tous les dip�les y sont en phase. Le hamp rayonné y vadon être proportionnel à N , et don l'énergie en N2. On appelle transitoiresohérents les e�ets olletifs qui se produisent dans es onditions.1.4 Cas d'atomes éloignésNous nous plaçons maintenant dans le as où la ondition |k·ri| ≪ 1 n'estpas satisfaite. Il faut don onserver les fateurs de phase dans le hamiltonien.On alors introduit alors les opérateurs :
Ŝx =

N∑

i=1

(cos(k · ri)̂sxi + sin(k · ri)̂syi)

Ŝy =
N∑

i=1

(− sin(k · ri)̂sxi + cos(k · ri)̂syi) (6.11)
Ŝz =

N∑

i=1

ŝzi (6.12)Il est faile, en alulant les di�érents ommutateurs, de véri�er que e sontles trois omposantes d'un opérateur moment inétique, même s'il n'est plusla somme pondérée des moments inétiques de haque atome. On a aussi :
Ŝ± =

N∑

i=1

e±ik·ri ŝ±i (6.13)L'hamiltonien a don toujours une expression de la forme (6.6), et l'évolutionorrespondante est toujours une préession du veteur de Bloh olletif <
~̂S > à la fréquene de Rabi identique à elle d'un seul atome, et S est toujoursune onstante du mouvement. L'état quantique dérivant tous les atomesdans l'état fondamental est toujours l'état |S = N

2
,MS〉. Par ontre l'étatontenant une seul exitation déloalisée s'érit maintenant :

|S =
N

2
,MS =

N

2
− 1〉| =

1√
N

∑

i

ei(bfk·ri|a1, a2, .., bi, .., aN〉 (6.14)Le phénomène de mise en phase progressive des dip�les se produit don aussidans e as, mais ave des fateurs de phase supplémentaires pour haque



6. ASSEMBLÉE D'ATOMES A DEUXNIVEAUXET CHAMPQUASI-RÉSONNANT 148atome. On aura en partiulier un diagramme spatial de rayonnement plusomplexe qu'un simple diagramme dipolaire, ave une émission préférentielledans la diretion de k.1.5 Déohérene inter-atomiqueOn a supposé dans la setion préédente que le ouplage entre haundes N atomes et le hamp était parfaitement ohérent. En onséquene lesdip�les de tous les atomes osillent en phase, et peuvent interférer de ma-nière parfaitement onstrutive. Tout proessus suseptible d'a�eter de ma-nière di�érente les phases des dip�les des di�érents atomes va détruire lese�ets que nous venons d'esquisser : itons les proessus de dissipation dudip�le (ollisions, émission spontanée ...), qui agissent indépendamment surhaque atome, des hamps magnétiques ou életriques inhomogènes ou l'élar-gissement Doppler, qui modi�ent ω0 de manière di�érente pour les di�érentsatomes, les mouvements relatifs de es atomes, les inhomogénéités des valeursde l'onde au niveau de haun des atomes.Ces perturbations vont entraîner une déohérene entre les dip�les desatomes, et les interférenes vont se brouiller. Seules les grandeurs énergé-tiques ne s'annuleront pas, et seront simplement égales à N fois elles d'unatome unique. L'évolution du nombre total d'atomes exités obéira alors àune équation du type Einstein même en présene d'un hamp parfaitementmonohromatique.2. Approhe purement quantique2.1 Hamiltonien quantiqueA l'approximation dipolaire et séulaire, et en supposant toujours |k·ri| ≪
1 pour simpli�er, il est faile de se onvainre que l'hamiltonien du système(N atomes - hamp quantique) s'érit :
Ĥ = ~ω0(

N

2
1̂ − Ŝz) +

∑

ℓ

~ωℓâ
†
ℓâℓ − i

∑

ℓ

dab · εℓEℓ

(
Ŝ−â

†
ℓ − Ŝ+âℓ

) (6.15)Il ommute omme le préédent ave ~̂S
2, et S reste don un bon nombrequantique : si on prépare initialement l'assemblée d'atomes dans l'état |Ψ0〉



6. ASSEMBLÉE D'ATOMES A DEUXNIVEAUXET CHAMPQUASI-RÉSONNANT 149(auune exitation atomique) ou |Ψe〉 (tous les atomes sont exités), le sys-tème évoluera ensuite dans le sous-espae sous-tendu par les veteurs |S =
N/2,MS > ⊗|n1, ..., nℓ, .. >, dans lesquels les exitations atomiques sontégalement réparties entre les atomes.2.2 SuperradianeOn peut étudier maintenant le problème de l'émission spontanée d'uneassemblée de N atomes exités plaés dans le vide de rayonnement. L'étatinitial du système est don |S = N/2,MS = −N/2 > ⊗|0 >, qui est ou-plé par l'hamiltonien d'interation à tous les états |Ψm〉 = |S = N/2,MS =
−N/2 + m > ⊗|0, .., 1ℓ, .., 1ℓ′, .. >, qui omporte m photons uniques de fré-quene ω0 dans m modes di�érents (en négligeant l'émission improbable dedeux atomes di�érents dans le même mode du hamp). D'après la règle d'orde Fermi, la taux d'émission spontanée du niveau |Ψm〉 vers le niveau |Ψm+1〉est proportionnelle à :
∣∣∣〈Ψm+1|Ŝ+âℓ|Ψm〉

∣∣∣
2

=

∣∣∣∣〈
N

2
,
N

2
−m− 1|Ŝ+|

N

2
,
N

2
−m〉

∣∣∣∣
2

= (N −m)(m+ 1)(6.16)Ce fateur vaut N pour m=0 : l'émission spontanée démarre n fois plus viteque pour un seul atome, omme prévu. Il ulmine à N
2
(N

2
+ 1) pour m = N

2
,puis re-déroît pour s'annuler lorsquem = N , état �nal du proessus. On voitdon que lorsque le veteur de Bloh est prohe du plan horizontal, l'émissionspontanée est en N2, e�et de la mise en phase des dip�les atomiques quirayonnent omme un "grand dip�le" d'amplitude proportionnelle à N .L'approhe du paragraphe préèdent ne donne pas toute la dynamique,ar il n'y a pas pas émission suessive d'un niveau |Ψm〉 au suivant : àtout instant la fontion d'onde se déompose sur l'ensemble des états |Ψm〉.L'analyse omplète de e phénomène est au delà des ambitions de e ours.On peut la trouver par exemple dans [13℄. On trouve que l'intensité émiseau ours du temps a l'allure de la �gure (6.1) : Il y a augmentation del'intensité de �uoresene, orrespondant à la mise en phase suessive desdip�les atomiques, puis proessus de type "avalanhe" quand le veteur deBloh se rapprohe du plan horizontal. L'intensité atteint alors un pi dontla hauteur varie omme N2. L'énergie totale disponible, don l'aire sous laourbe de la �gure (6.1) n'étant que de N~ω0, e pi est très étroit, aveune largeur variant en 1/N : l'émission s'arrête alors brutalement. Ce type
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Fig. 6.1: Evolution temporelle de l'intensité émise par un ensemble de N atomesexités, omparée à l'émission spontanée habituellede omportement temporel, prédit par Dike (RH. Dike, Phys. Rev. 93 99(1954)) est appelé superradiane ou super�uoresene2.3 Couplage ave un mode unique du hampConsidérons maintenant une situation fréquente de l'életrodynamiquequantique en avité : N atomes plaés dans un avité optique résonnantesur un mode unique de fréquene ωℓ. L'hamiltonien de Jaynes-Cummings"olletif" s'érit alors :
ĤJC = ~ω0

(
N

2
− Ŝz

)
+ ~ωℓâ

†
ℓâℓ + i

~Ωv

2

[
Ŝ−â

†
ℓ − Ŝ+âℓ

] (6.17)On va s'intéresser aux états de plus basse énergie du système :� L'état fondamental est évidemment l'état |S = N/2,MS = N/2 >
⊗|0 > où tous les atomes sont dans l'état fondamental et la avité dansle vide. Cet état n'est ouplé à auun autre état par l'hamiltonien ĤJC ,et reste don inhangé par l'interation.� L'état |S = N/2,MS = −N/2, n = 1〉 n'est ouplé qu'à l'état |S =
N/2,MS = −N/2 + 1, n = 0〉 ;



6. ASSEMBLÉE D'ATOMES A DEUXNIVEAUXET CHAMPQUASI-RÉSONNANT 151� L'état |S = N/2,MS = −N/2, n = 2〉 est ouplé aux états |S =
N/2,MS = −N/2 + 1, n = 1〉 et |S = N/2,MS = −N/2 + 2, n = 0〉 ;et ainsi de suite.Pour trouver les éléments propres de ĤJCC , il faut don diagonaliser desmatries 2 × 2, 3 × 3, et ..., e qui est plus di�ile que dans le as d'unseul atome. Tenons-nous en ii au as non trivial le plus simple, elui de lapremière multipliité E1 = (|N/2,−N/2, 1〉, |N/2,−N/2 + 1, 0〉). Ces deuxétats ont pour énergies ~ω et ~ω0 en l'absene d'interation, et l'élément dematrie qui les ouple vaut :

〈N/2,−N/2, 1|ĤJCC|N/2,−N/2 + 1, 0〉 = i
~Ωv

2

√
N (6.18)On retrouve la matrie 2 × 2 renontrée dans le as d'un seul atome, maisave un élément de matrie non diagonal multiplié par √N . on aura don desniveaux d'énergie analogues à eux de la �gure (5.11), mais ave une levéede dégénéresene à résonane égale à ~Ωv

√
N .Si à l'instant initial les atomes sont tous dans l'état fondamental en pré-sene d'un hamp très faiblement exité, se déomposant uniquement sur lesétats |0〉 et |1〉, ou bien s'il n'y a qu'un atome exité dans la avité vide dephotons, l'évolution ne se fera que dans les multipliités E0 et E1. Un rai-sonnement analogue à elui des paragraphes préédents montre qu'on auradon une osillation de Rabi, mais à la fréquene Ωv

√
N : à la di�érene duas semi-lassique, l'osillation de Rabi est aélérée par un fateur √N parrapport au as à un atome, et le spetre de transmission de la avité auradeux pis distants de ette quantité.2.4 Equations d'évolution du dip�le total et du hampCe sont les mêmes que elles que nous avons trouvé pour l'atome uniqueau paragraphe 4.2 du hapitre 5, ar les règles de ommutation sont les mêmespour ~̂S que pour ~̂si. On a don, en l'absene de relaxation et à résonaneexate ω0 = ωℓ :

d

dt
Ŝ+ = −iω0Ŝ+ − ΩvŜzâℓ

d

dt
âℓ = −iω0âℓ +

Ωv

2
Ŝ+ (6.19)On va se restreindre au as d'une assemblée d'atomes peu exitée, 'est-à-dire où le nombre m d'atomes exités est petit devant N , e qui est une



6. ASSEMBLÉE D'ATOMES A DEUXNIVEAUXET CHAMPQUASI-RÉSONNANT 152ondition beauoup moins ontraignante que dans le as d'un seul atomedans la avité. On peut don remplaer dans les équations préédentes Ŝzpar N/2. On obtient alors un système fermé d'équations pour les opérateurs
Ŝ+ et âℓ qui a pour solution :

Ŝ+(t) = e−iω0t
(
Ŝ+ cos(ΩRt/2) − âℓ

√
N sin(ΩRt/2

)

âℓ(t) = e−iω0t(âℓ cos(ΩRt) +
Ŝ+√
N

sin(ΩRt)) (6.20)Il y a une fois de plus "osillation de Rabi", à la fréquene ΩR = Ωv

√
N entreles opérateurs Ŝ+/

√
N et âℓ, mais il faut prendre garde que ette fréquenedépend maintenant, lorsque le système est peu exité, du nombre d'atomes,et pas du nombre de photons présents dans la avité. En partiulier, pourune impulsion π, 'est-à-dire à l'instant t1 = π/ΩR, on a :

Ŝ+(t1)√
N

= −e−iω0t1 âℓ ; âℓ(t1) = e−iω0t1
Ŝ+√
N

(6.21)Il y a éhange des propriétés quantiques entre le hamp et les atomes. Ona là une tehnique pour "érire" dans les atomes les propriétés quantiquesdu hamp, et aussi pour "lire" l'état quantique de l'assemblée d'atomes etla transrire sur l'état du hamp. Cette tehnique, et d'autres analogues,permet d'utiliser l'assemblée des atomes omme une mémoire quantique quistoke les propriétés quantiques, les "ommuniations quantiques" ave ettemémoire étant assurées par le mode de la avité.L'équation (6.21) montre que les opérateurs Ŝ+/
√
N et âℓ sont en quelquesorte interhangeables. Cette "interhangeabilité" est possible pare que lesdeux opérateurs ont les mêmes relation de ommutation dans le as où laproportion d'atomes exités est petite devant 1 :

[
Ŝ+√
N
,
Ŝ−√
N

]
=

2Ŝz

N
≃ 1 =

[
âℓ, â

†
ℓ

] (6.22)Lorsque le veteur de Bloh est prohe de la position vertiale, l'algèbredes états de l'assemblée d'atomes est don la même que elles des états quan-tiques d'un mode unique du hamp : on peut par exemple y dé�nir de la mêmemanière des états ohérents et des états omprimés, ou utiliser une approhedu type fontion de Wigner pour les dérire.



7. SYSTÈMES A TROIS NIVEAUXIl existe de nombreuses situations expérimentales où trois niveaux, etnon pas seulement deux, se trouvent fortement peuplés. On aède alors à ungrand nombre de phénomènes nouveaux. On peut renontrer de nombreuseson�gurations possibles pour les trois niveaux, et les possibilités pour leshamps életromagnétiques appliqués sont innombrables. On ne va dans ehapitre qu'e�eurer le domaine, et nous restreindre à quelques phénomènesparmi les plus importants.1. Pompage optiqueImaginé par Kastler en 1949, 'est un moyen extrêmement simple de mani-puler les populations de niveaux atomiques, ainsi que les ohérenes, ommenous le verrons aussi plus loin, et de mettre les atomes dans une situationhors d'équilibre. La méthode trouve une des ses plus importantes applia-tions dans les milieux lasers, où elle permet de réaliser des inversions depopulation.1.1 Cas simpleConsidérons trois niveaux |a〉, |b〉 et |c〉, dont deux prohes, et un niveaubeauoup plus exité (voir �gure 7.1). Par exemple, |a〉 et |c〉 sont les deuxniveaux de struture hyper�ne de l'état fondamental, et |b〉 et un niveauéletronique exité. L'émission spontanée s'e�etue de |b〉 vers |a〉 ave untaux Γba, et de |b〉 vers |c〉 ave un taux Γbc. En revanhe, elle est négligeabledu niveau |c〉 vers |a〉. On se plae dans la situation où le modèle d'Einsteinest valable (γd grand, ou exitation en raie large). L'atome est exité ave unhamp résonnant sur la transition |b〉 → |c〉. Les équations d'évolution despopulations de l'atome s'érivent alors :
dNa

dt
= +ΓbaNb +

1

2

Ω2
R

γd
(Nb −Na)
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a
c

b

Champ
pompe Γba Γbc

Fig. 7.1: on�guration de niveaux pour le pompage optique
dNc

dt
= ΓbcNb

dNb

dt
= − (Γba + Γbc)Nb −

Ω2
R

2γd

(Nb −Na)où ΩR est la pulsation de Rabi assoiée au hamp appliqué. On trouve fai-lement le régime stationnaire atteint par le système :
Na = 0 Nb = 0 Nc = 1Toute la population se retrouve dans le niveau non atteint par le laser ! Cerésultat en apparene paradoxal a une expliation simple : le niveau |c〉 est unniveau piège, ou "niveau réservoir" où le système arrive de temps en temps àause de l'émission spontanée, mais d'où il ne repart jamais. On onçoit donque si on attend su�samment longtemps, l'atome se trouvera néessairement"pompé" dans et état.On peut trouver l'équation d'évolution de l'état fondamental |a〉 en faisantl'hypothèse que la population de l'état |b〉 évolue beauoup plus vite que ellede l'état |a〉. On peut alors éliminer adiabatiquement Nb des populations enfaisant dNb

dt
= 0, omme nous l'avons déjà fait dans la partie 2.2. Il faudras'assurer par la suite de la validité de ette hypothèse. On trouve alors :

dNa

dt
= −ΓpompageNa



7. SYSTÈMES A TROIS NIVEAUX 155

1,1 == aa mJ0,1 == aa mJ1,1 −== aa mJ

1,1 −== bb mJ 0,1 == bb mJ 1,1 == bb mJ

+σ +σ

Fig. 7.2: pompage Zeeman dans la on�guration Ja = 1, Jb = 1 en présene d'uneonde polarisée σ+ave :
Γpompage =

Γbc

Γba + Γbc +
Ω2

R

2γd

Ω2
R

2γd
≈ Γbc

Γba + Γbc

Ω2
R

2γdLe taux de pompage optique Γpompage est don proportionnel à la puissaneinidente. Cette approhe est juste si Γpompage ≪ Γba + Γbc, mais aussi si
Γpompage ≫ Γca, où Γca est le taux de relaxation du niveau |c〉 vers le niveau
|a〉, dû à l'e�et perturbateur de l'environnement, puisque l'émission sponta-née est négligeable sur ette transition. Une onséquene du pompage optiqueest que Na −Nb = 0 : le système devient transparent pour l'onde appliquée.Le pompage optique peut être un phénomène utile, puisqu'il permet depeupler e�aement un niveau, ou gênant, puisqu'il stoppe l'interation entrele hamp appliqué et la transition ave lequel il est résonnant. Pour le ontre-arrer, il su�t de faire en sorte que le niveau |c〉 ne soit plus piège. On peuten partiulier ajouter un faible faiseau lumineux, dit "repompeur", sur latransition |b〉 ↔ |c〉, qui "reyle" la population de |c〉.
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Fig. 7.3: pompage Zeeman dans la on�guration Ja = 1, Jb = 2 en présene d'uneonde polarisée σ+1.2 Pompage ZeemanUn as souvent renontré est elui où les deux niveaux |a〉 et |b〉 sontdes niveaux atomiques de mouvement inétique Ja, Jb, qui ont don (2J + 1)sous-niveaux Zeeman dégénérés en l'absene de hamp magnétique.Prenons tout d'abord omme exemple le as Ja = Jb = 1 (�gure 7.2).On ne peut pas ii séparer es sous-niveaux par des onditions de résonaneave un hamp appliqué, ar ils sont dégénérés. Par ontre, en hoisissantun hamp appliqué de polarisation irulaire σ+ par rapport à un axe Ozdonné, les règles de séletion imposent la ontrainte ∆m = +1 pour les tran-sitions possibles (les sous-niveaux Zeeman étant dé�nis omme états propresde Ĵz par rapport à e même axe 0z). Si l'atome est initialement à l'équi-libre thermodynamique, les trois sous-niveaux du niveau fondamental sontpeuplés également, don 〈Jz〉 = 0. Le hamp polarisé irulairement va peu-pler dans l'état exité les sous-niveaux |b;m = 0〉 et |b;m = 1〉. L'émissionspontanée s'e�etue ave des photons de polarisation quelonque, don ave
∆m = 0 ± 1. On voit sur la �gure (7.2) que le sous-niveau |a;m = 1〉 estun niveau piège. Au bout d'un temps Γ−1

pompage, l'atome va se trouver portédans l'état |a;m = 1〉, aratérisé en partiulier par son moment inétique
〈Jz〉 = ~. La lumière de polarisation irulaire σ+ que l'on a utilisée ayantun mouvement inétique non nul, on voit que le pompage optique a transférédu moment inétique du rayonnement à l'atome.Plaçons nous maintenant dans le as d'une transition Ja = 1, Jb = 2(�gure 7.3), toujours en présene d'une onde polarisée irulairement σ+. On
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Fig. 7.4: on�guration de niveaux pour le piégeage ohérent de population : a) dansla base des états atomiques usuels ; b) dans la base des états ouplés etnon ouplésvoit alors aisément qu'au bout du temps de pompage, le système sera dansle sous-espae sous-tendu par les états |a;m = 1〉 et |b;m = 2〉 : il n'y a plusun seul état piège, mais deux. Cette on�guration permet don d'isoler unsystème à deux niveaux en présene de nombreux autres niveaux de mêmeénergie. Elle est très souvent utilisée par les expérimentateurs, qui disposentrarement de véritables systèmes à deux niveaux "naturels".2. Piégeage ohérent de populationCe phénomène de manipulation des ohérenes est aussi appelé phéno-mène de "résonane noire".2.1 Cas de deux niveaux dégénérésConsidérons la on�guration de la �gure ( 7.4a), où |a〉 et |c〉 sont parexemple deux sous-niveaux Zeeman, don de même énergie en hamp ma-gnétique nul. On utilisera les notations :
〈a| −→D.−→ε |b〉 = dab

〈c| −→D.−→ε |b〉 = dcb



7. SYSTÈMES A TROIS NIVEAUX 158où −→ε est le veteur polarisation du hamp utilisé. On peut introduire lesétats quantiques :
|Ψ±〉 =

(d∗cb |a〉 ± d∗ab |c〉)√
|dcb|2 + |dab|2

(7.1)On a alors :
〈Ψ+| −→D.−→ε |b〉 =

2dabdcb√
|dab|2 + |dcb|2

〈Ψ−| −→D.−→ε |b〉 = 0L'état |Ψ−〉 n'est don pas ouplé au hamp appliqué. On peut alors redes-siner la on�guration des niveaux en hangeant de base (�gure ( 7.4b)). Lestaux de désexitation par émission spontanée de |b〉 vers |Ψ+〉 et |Ψ−〉, Γ+et Γ−, sont tous deux a priori di�érents de zéro, ar il n'y a pas annulationde l'élément de matrie dipolaire pour toutes les polarisations possibles duphoton spontané. On se retrouve don dans la situation du pompage optiquedérite au début de e hapitre, ave un état non ouplé au hamp appliqué.Au bout du temps de pompage, le système est porté dans l'état |Ψ−〉 quin'interagit plus ave le hamp, don un état "piège". On a don réé dans lerégime stationnaire une superposition ohérente bien dé�nie des deux niveauxinférieurs. D'autre part, lorsqu'il est dans et état, le système n'interagit plusave le hamp, et il ne �uoresene don plus : d'où sa dénomination d'"étatnoir".2.2 Cas de deux niveaux non dégénérésSi les deux niveaux inférieurs ne sont plus de même énergie, les états |Ψ+〉et |Ψ−〉 ne sont plus stationnaires. En partiulier :
|Ψ− (t)〉 =

1√
|dcb|2 + |dab|2

(
d∗cbe

−iEa
t
~ |a〉 − d∗abe

−iEc
t
~ |c〉

) (7.2)La phase relative des deux omposantes de l'état évolue en ei(Ea−Ec)
t
~ = eiωact.Lorsque t = t0 = π

ωac
, alors il y a hangement de signe, et le système seretrouve dans l'état |Ψ− (t0)〉 = |Ψ+〉. Il est don à nouveau ouplé à lalumière, et n'est don plus noir. Une analyse plus détaillée du phénomènemontre qu'en fait il y a onurrene entre le pompage vers le niveau piège
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Fig. 7.5: on�guration des niveaux permettant de mettre en évidene les déplae-ments lumineuxet déphasage dû à la levée de dégénéresene. Elle permet de aluler lespopulations stationnaires, non nulles toutes deux et fortement di�érentes,des deux sous-niveaux |Ψ+〉 et |Ψ−〉.3. Déplaements lumineuxDe la même manière que la matière perturbe la lumière, en modi�ant savitesse ('est l'e�et d'indie), la lumière perturbe la matière, en modi�ant sesniveaux d'énergie : 'est le phénomène de déplaement lumineux (ou "lightshift"), intimement lié au préédent. On peut aussi voir le light shift ommel'extension à un hamp non nul du Lamb shift dû au ouplage ave le videde rayonnement.Pour mettre en évidene et e�et, on va se plaer dans la on�gurationsimple de la �gure (7.5), dite "on�guration en éhelle". On applique unhamp intense, ou hamp pompe, de fréquene �xe ω, sur la transition |a〉 →
|b〉, ave ω − ω0 = δ faible, et un hamp faible, ou hamp sonde, sur latransition |c〉 → |a〉, dont on balaie la fréquene ω′ pour trouver les résonanesdu système. On suppose en outre que les fréquenes de Bohr ωba et ωac sonttrès di�érentes l'une de l'autre.



7. SYSTÈMES A TROIS NIVEAUX 1603.1 Approhe quantique : doublet Autler-TownesA l'ordre 0 par rapport au hamp sonde, les états propres du système(atome + hamp pompe + hamp sonde) sont :- |c;n, n′〉, où n est le nombre de photons dans le mode p du hamppompe, et n′ le nombre de photons dans le mode s du hamp sonde, supposéstous deux dérits, pour simpli�er les aluls, par des états nombres ;- |Ψ±n, n
′〉, où |Ψ±n〉 sont les états habillés résultant de l'interationquasi-résonnante entre le hamp pompe et les états atomiques |a〉 et |b〉. Al'ordre zéro de perturbation, le hamp sonde ne perturbe évidemment pas lesniveaux ave lesquels il interagit.A l'ordre 1 par rapport au hamp sonde, le terme de perturbation, quis'érit :

iDac

(
−âs |a〉 〈c| + |c〉 〈a| â+

s

)pourra induire des transitions entre états ouplés par ette perturbation,'est-à-dire entre |c;n, n′〉 et |Ψ±n, n
′ − 1〉 (ar |c〉 est en dessous de |a〉).Cette transition se fait à énergie onstante, don :

Ec +n~ω+n′
~ω′ = n~ω+~

(
−δ

2
± 1

2

√
nΩ2

v + δ2

)
+(n′ − 1) ~ω′+Ea (7.3)La probabilité de es transitions, don l'intensité des raies, sera proportion-nelle aux arrés des éléments de matrie orrespondants, soit

∣∣∣〈c| −→D |a〉
∣∣∣
2

|〈an| Ψ±n〉|2 (7.4)L'intensité de la transition sera don proportionnelle à cos2 θn pour une fré-quene de hamp sonde ω′ = ωac− δ
2
+ 1

2

√
nΩ2

v + δ2, et à sin2 θn pour une fré-quene de hamp sonde ω′ = ωac− δ
2
− 1

2

√
nΩ2

v + δ2. Rappelons que nΩ2
v = Ω2

Rn'est autre que la pulsation de Rabi obtenue dans l'approhe semi-lassique.La on�guration que nous venons d'étudier permet don de faire diretementla spetrosopie des niveaux de l'atome habillé.Considérons le as partiulier simple où le hamp pompe est résonnant :
δ = 0, don θn = π

4
. On a alors deux transitions de même intensité, situéesen ω′ = ωac ± 1

2
ΩR. C'est le doublet Autler-Townes, manifestation direte de"l'habillage" de l'atome par le hamp perturbateur. Signalons qu'on aurait puaussi aluler la position de es deux raies en résolvant les équations de Blohpour le système à trois niveaux, en traitant à tous les ordres l'interation avele hamp pompe, et au premier ordre l'interation ave le hamp sonde.
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a) b)Fig. 7.6: le niveau atomique est "repoussé" par le "niveau virtuel" distant de ~ωde l'autre niveau3.2 Limite perturbative pour le déplaement lumineuxPlaçons-nous maintenant dans le as ΩR ≪ δ. Alors θn ≈ −ΩR

2δ
≪ 1. lesdeux raies sont alors très dissymétriques : La raie orrespondant au signeplus a pour poids 1, et la raie orrespondant au signe moins a une intensitérelative Ω2

R

4δ2 , don très faible. On n'observe don pratiquement qu'une raie, etnon plus un doublet, de fréquene :
~ω′ =

(
Ea +

~Ω2
R

4δ

)
− Ec (7.5)Tout se passe omme si le niveau |a〉 était déplaé sous l'e�et du hamp(non saturant, don faible ou fortement non-résonnant) interagissant ave latransition |a〉 → |b〉. Ce niveau a don subi le déplaement lumineux :

∆Ea =
~Ω2

R

4 (ω − ω0)
=

d2
abE

2

4 (ω − ω0)
(7.6)Le signe de e déplaement peut être déterminé en faisant le shémade la �gure (7.6) : on onstate que le niveau "virtuel" d'énergie Eb − ~ω
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Fig. 7.7: a) on�guration des niveaux d'énergie et des hamps. b)interprétation dela transparene életromagnétiquement induite en termes de niveaux del'atome habillé"repousse" toujours le niveau |a〉. Remarquons qu'il ne faut pas onfondree déplaement de la transition ave le déplaement de Bloh-Siegert, aluléau paragraphe (4.3) du hapitre 6, dû à l'existene de termes anti-résonnantsdans l'hamiltonien, et qui est beauoup plus petit ar il y a seulement ω0 audénominateur, et non pas ω − ω0.3.3 Approhe par les équations de BlohLà aussi, les e�ets trouvés préédemment ne sont pas spéi�quementquantiques. Ils existent aussi quand les deux hamps sont ohérents et om-portent un grand nombre de photons. On peut alors les dérire par les équa-tions de Bloh, généralisées au as de trois niveaux et deux hamps inidents.Nous nous intéressons ii à la on�guration de niveaux et de hamps de la�gure 7.7a), dite "on�guration en lambda", où les niveaux |a〉 et |c〉 sontdeux niveaux prohes, et le niveau |b〉 est beauoup plus exité. Le hampintense est sur la transition |a〉 → |b〉, et le hamp sonde faible peuple le ni-veau |b〉 à partir du fondamental |c〉. L'hamiltonien d'interation s'érit danse as :
Hint = −dE cosωt (|a >< b| + |b >< a|) − d′E ′ cosω′t (|c >< b| + |b >< c|)(7.7)On supposera pour simpli�er que le hamp E intense ("hamp pompe")est stritement résonnant ave la transition |a >−→ |b >, et que le hamp
E ′, beauoup plus faible ("hamp sonde"), est de fréquene ω′ variable auvoisinage de la résonane ave la transition |c >−→ |b >. On pourra alors seontenter de résoudre perturbativement le problème, en ne onservant queles termes d'ordre le plus bas en E ′. La matrie densité est maintenant de



7. SYSTÈMES A TROIS NIVEAUX 163dimension 3× 3 : il y a une population de plus (ρcc), et deux ohérenes : laohérene ρcb, exitée par le hamp sonde E ′, et la ohérene ρca, qui joue unr�le important dans e problème, et se onstruit à partir de proessus à deuxphotons de type Raman qui font intervenir en même temps les deux hampsappliqués à l'atome.En alulant les ommutateurs, il est faile de voir que les équations deBloh s'érivent dans la on�guration que nous étudions, et en supposantque la relaxation est purement due à l'émission spontanée, sous la forme :
d

dt
ρaa = Γρbb + ΩRImρ̃ba

d

dt
ρbb = −(Γ + Γ′)ρbb − ΩRImρ̃ba − Ω′

RImρ̃bc

d

dt
ρcc = Γ′ρbb + Ω′

RImρ̃bc

d

dt
ρ̃ba = −Γ

2
ρ̃ba + i

ΩR

2
(ρbb − ρaa) + i

Ω′
R

2
ρ̃ca

d

dt
ρ̃bc = −

(
Γ′

2
+ iδ′

)
ρ̃bc + i

Ω′
R

2
(ρcc − ρbb) + i

ΩR

2
ρ̃ac

d

dt
ρ̃ca = −iδ′ρ̃ca + i

ΩR

2
ρ̃cb − i

Ω′
R

2
ρ̃baave ΩR = −dE/~, Ω′

R = −d′E ′/~, δ′ = ω′ − ωbc. On a évidemment à toutinstant ρaa + ρbb + ρcc = 1. Remarquons que les équations relatives aux ohé-renes ρba et ρbc ne sont pas simplement la juxtaposition des termes relatifsà une transition, exitée par le hamp E, et à l'autre, exitée par le hamp
E ′. Il s'y rajoute le dernier terme, qui fait intervenir la "ohérene Raman"
ρca, dont la dernière équation nous montre qu'elle a un taux de relaxationnul. En e�et les niveaux |c > et |a > sont très prohes l'un de l'autre, et letaux de desexitation spontanée est négligeable sur ette transition.La solution stationnaire de ette équation est quelque peu omplexe àérire dans le as général. Nous la résoudrons uniquement de manière per-turbative par rapport au hamp E ′ : tout d'abord à tous les ordres en Een supposant E ′ = 0, puis au premier ordre en E ′. Dans le as simple où
Γ = Γ′, on trouve en partiulier que le taux d'absorption sur le hamp E ′,proportionnel à Imρ̃bc, est proportionnel à la quantité Abc, qui vaut :

Abc =
Γ2δ′2

Γ2δ′2 + 4(δ′2 − Ω2
R/4)2

(7.8)
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Fig. 7.8: oe�ient d'absorption d'un faible hamp sonde sur la transition b enprésene d'un hamp saturant sur la transition ab en fontion de la fré-quene du hamp sondeDans le as d'un hamp pompe saturant, où ΩR ≫ Γ, la ontribution dupremier terme du dénominateur est négligeable. On trouve alors qu'on a deuxpis de résonane dans l'absorption , obtenus pour δ′ = ±ΩR/2 : on retrouvebien le doublet Autler-Townes, ave la forme exate de la raie d'absorption.Un alul simple nous permet de trouver à partir des équations de Bloh,dans la limite opposée ΩR ≪ Γ, l'expression détaillée du Lamb-shift :
∆Ea =

~Ω2
R

4

ω − ω0

(ω − ω0)
2 + Γ2/4

(7.9)Cette expression est elle d'un phénomène de dispersion, très analogue à ellede la variation de l'indie d'un milieu atomique, e qui orrobore le lien fortentre es deux phénomènes.3.4 Transparene életromagnétiquement induiteLa variation du taux d'absorption de l'atome en fontion de δ′ est donnéesur la �gure(7.8) pour deux valeurs roissantes de la fréquene de Rabi. Onremarque pour la plus forte intensité deux pis Autler-Townes bien séparés,qui se onfondent à plus basse intensité. On remarque aussi que dans tousles as l'absorption s'annule pour δ′ = 0 (l'expression préédente montre queque Abc(δ
′ = 0) = 0). On onstate ainsi que, pour toute puissane pompe,il n'y a pas d'absorption lorsque les deux hamps sont à résonane exatesur les deux transitions. Ce phénomène, tout-à-fait paradoxal a priori puis-qu'à la résonane exate orrespond en général un maximum d'absorption et



7. SYSTÈMES A TROIS NIVEAUX 165non pas un zéro, est appelé "transparene életromagnétiquement induite"(Eletromagnetially Indued Transpareny : EIT). Il est très analogue auphénomène de résonane noire dérit plus haut, mais induit entre des ni-veaux d'énergie di�érente sous l'e�et d'un hamp saturant extérieur qui réeles deux bandes latérales d'absorption de Rabi.L'annulation de l'absorption exatement au milieu de es deux maxima seomprend en utilisant le modèle de l'atome habillé (�gure 7.7b). Les niveaux
|a > et |b > sont "habillés" par le hamp pompe et se dédoublent. L'absorp-tion par le hamp sonde implique des yles d'émission et d'absorption via lesniveaux habillés |Ψ+ > et |Ψ− >, sans qu'on puisse distinguer entre les deuxhemins possibles. Il faut don ajouter les amplitudes et non les probabilitésdes deux proessus. Lorsque δ′ = 0, les amplitudes sont égales et interfèrentdestrutivement.On a ii un exemple supplémentaire du fait que l'approhe quantiqueest utile en dehors de son "domaine réservé" de validité, 'est-à-dire dansdes on�gurations où l'approhe semi-lassique est a priori su�sante pourdérire les phénomènes. Les énergies propres et les états stationnaires pourle système global atome+hamp qu'elle permet d'introduire permettent ene�et de mieux omprendre des phénomènes purement semi-lassiques, maisqui sont di�iles à extraire du formalisme des équations de Bloh, forméesd'un grand nombre d'équations di�érentielles ouplées.3.5 Rédution de la vitesse de propagation d'une impulsion lumineuseLe modèle préédent permet aussi de déterminer l'indie de refrationpour le hamp E ′, qui est proportionnel à Reρ̃bc, et qui est représenté enfontion de δ′ sur la �gure(7.9). On remarque une très rapide variation del'indie au voisinage de δ′ = 0, 'est-à-dire dans la région de transparene éle-tromagnétiquement induite. Si on se rappelle que la vitesse de propagationd'une impulsion lumineuse (vitesse de groupe vg) est donnée par l'expression :

vg =
c

n + ωdn/dω
(7.10)on voit que vg peut être très faible dans les régions où dn/dω est très grand.Comme il s'agit d'une région où le milieu est transparent, l'impulsion n'estpas absorbée et l'e�et de ralentissement de l'impulsion peut être mesuré.La �gure 7.10 donne le résultat d'une expériene e�etuée sur un ensembledense d'atomes de sodium froids (en fait, un ondensat de Bose-Einstein, mais
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Fig. 7.9: variation de l'indie de réfration vu par le hamp sonde sur la transitionb en présene d'un hamp saturant sur la transition ab (alul fait dansles ondition exates de l'experiene de la �gure 7.10, et qui impliquentl'existene d'un léger déplaement de la résonane par rapport au désa-ord nul)la ondensation en elle-même ne joue ii auun r�le) soumis à une onde intensesur la transition |3S1/2, F = 2, mF = −2 >→ |3P3/2, F = 2, mF = −2 >, età une impulsion de lumière peu intense sur la transition |3S1/2, F = 1, mF =
−1 >→ |3P3/2, F = 2, mF = −2 > (L.V. Hau, S. Harris, Z. Dutton, C.Behroozi, Nature 397, 594 (1999)). Elle permet de omparer ette impulsionaprès traversée du milieu perturbé par l'onde intense à la même impulsionenregistrée dans les mêmes onditions, mais en l'absene de hamp intense.On onstate un retard de 7µs, entre elles, e qui permet de déterminer que lavitesse de propagation de l'impulsion dans le milieu n'est que de 32ms−1 ! Onvoit don que dans es onditions extrêmes, le ralentissement de l'impulsionpeut être extrêmement spetaulaire.4. Sauts quantiquesLa théorie semi-lassique ne donne l'évolution que des moyennes quan-tiques 〈−→D〉, ou 〈−→E〉. Dans la plupart des expérienes, on n'e�etue pas lesmesures sur un seul système quantique, mais sur un ensemble formé d'ungrand nombre d'atomes identiques, interagissant ave le même hamp. L'ob-servation du système "marosopique" orrespond alors bien à la moyennequantique. Il n'en est plus de même lorsqu'on observe un atome unique ( ouun ion, ou un photon) : on a alors aès à une réalisation, di�érente à haque
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Fig. 7.10: propagation d'une impulsion lumineuse à travers un milieu dans lesonditions de transparene életromagnétiquement induite : erlesblans : sans onde intense. erles noirs : en présene de l'onde satu-rante
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Fig. 7.11: on�guration de niveaux pour observer les sauts quantiques par l'inter-ruption de la �uoresene du niveau supérieurmesure. La théorie semi-lassique ne donne que peu de renseignements surelle-i, si e n'est la moyenne qu'on trouvera après avoir réalisé un grandnombre d'expérienes identiques sur le même atome.Les physiiens se sont posés depuis longtemps la question suivante : lors-qu'un atome e�etue une transition de |a〉 à |b〉 sous l'e�et du rayonnement,l'e�etue-t-il instantanément, ou passe-t-il de manière transitoire par un étatintermédiaire ? Les mesures sur un grand nombre d'atomes ne permettentévidemment pas de répondre à ette question, mais des expérienes réaliséessur un ion unique, piégé par une struture de hamp, ont permis de montrerla réalité physique de es sauts quantiques d'un niveau atomique à un autre.L'expériene est shématisée sur la �gure () : on onsidère un shéma deniveaux "en V", et on applique sur l'ion un hamp pompe intense et réson-nant sur la transition |a〉 → |b〉, qui induit une forte �uoresene, failementobservable même si elle est émise par un ion unique, ar elle produit Γsp

2photons par seonde. On applique aussi un deuxième hamp très faible (parexemple une lampe lampe lassique de faible intensité), qui est suseptibled'induire des transitions de |a〉 vers un niveau |c〉 de très longue durée devie. L'intensité de la sonde est hoisie de telle sorte que la probabilité detransition Pa→c est très faible. Deux situations sont alors possibles :



7. SYSTÈMES A TROIS NIVEAUX 169

Fig. 7.12: signal de �uoresene observé sur un ion unique- L'ion est en |a〉. Le hamp pompe provoque alors un grand nombre deyles |a〉 ↔ |b〉 : il se produit une forte �uoresene, aisément mesurable.- L'ion a été porté par le hamp faible dans le niveau |c〉. La �uores-ene intense est interrompue, jusqu'à e que l'atome retombe par émissionspontanée dans le niveau fondamental, où il reprend ses yles d'absorption-émission.On peut ainsi voir en diret la transition |a〉 → |c〉 sur la �uoresene duniveau |b〉. La �gure (7.12) donne le signal observé (W. Nagourney et al, Phys.Rev. Letters 56, 2797 (1986)) sur un ion unique piégé de Ba+. On observedes transitions instantanées, aux imperfetions expérimentales près : l'atomeest soit en |a〉 soit en |c〉, ave des phases d'interruption de �uoresene quinous renseignent sur la statistique des temps de séjour dans le niveau exitéde très longue durée de vie (30 s dans le as de ette expériene !). S'il y avaitbeauoup d'atomes, on verrait en allumant le hamp très faible une baissede l'intensité de �uoresene égale à 1
2
Pa→c × Ifluorescence, qui est très faible,alors que l'e�et est total sur une réalisation unique.Si on trae l'histogramme des durées d'interruption de la �uoresenedu niveau |b〉, on trouve un omportement exponentiel orrespondant à unedurée de vie de 30s, qui est bien la durée de vie du niveau |c〉. La théoriequantique ne permet pas de prédire e qui se passe pour une réalisationdonnée de l'expériene, mais en revanhe elle permet de prédire préisémentles aratéristiques de la distribution de probabilité des périodes d'absene de



7. SYSTÈMES A TROIS NIVEAUX 170�uoresene. On voit sur et exemple que la valeur moyenne d'une grandeurquantique ne renseigne pas, loin s'en faut, sur l'ensemble des propriétés dusystème dès lors qu'on s'intéresse à un objet quantique unique, ou à un petitnombre de tels objets. L'étude des �utuations autour de la valeur moyen,ainsi que elle des orrélations entre mesures va faire l'objet du prohainhapitre.



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES1. IntrodutionLes préédents hapitres nous ont appris à aluler les valeurs moyennesdes observables de l'atome et du hamp dans la plupart des situations. Maises quantités ne renferment pas toute la physique du problème, omme nousvenons de le voir dans le as des sauts quantiques, où haque réalisation in-dividuelle di�ère beauoup de la moyenne. Les as individuels ne sont pasaessibles à la prédition rigoureuse en physique quantique, mais on ob-tiendra des renseignements supplémentaires sur le système si on s'intéresse àl'éart à la valeur moyenne :� sur une grandeur Â donnée, pour laquelle on introduira l'opérateur�utuation :
δÂ = Â− 〈A〉 (8.1)dont la variane donne une idée des �utuations autour de la moyenne,don sur la préision ave laquelle on pourra mesurer ette quantité ;� sur deux grandeurs Â et B̂, pour laquelle on introduira l'opérateurorrélation :

ĈA,B =
1

2
(δÂδB̂ + δB̂δÂ) (8.2)dont la valeur moyenne donne une idée des orrélations qui existententre les mesures faites sur es deux quantités.Ces orrélations onstituent un des points les plus intriguants de la phy-sique quantique, puisqu'on sait que dans ertains as, elles ont un aratèrenon loal et sont irrédutibles à toute ompréhension basée sur des oneptslassiques de orrélation [?℄.Nous allons nous ontenter dans e hapitre de donner quelques exemplesde alul de �utuations et de orrélations quantiques dans l'interationmatière-rayonnement. Ces exemples nous permettront d'introduire les teh-niques essentielles de traitement de es problèmes. Ils nous révèleront aussi



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 172quelques phénomènes intéressants, qui ont fait l'objet d'expérienes mar-quantes en optique quantique.2. Flutuations dans l'interation d'un système à deux niveauxave un hamp en l'absene de dissipation2.1 Position du problèmeOn revient sur la on�guration de hamp aboutissant aux franges deRamsey, qui a été étudiée dans le paragraphe (6.2.2), et qui a une grande im-portane, en partiulier pare qu'elle est utilisée dans les horloges atomiques,qui permettent de réaliser onrètement l'unité de temps et de fréquene.Rappelons qu'on applique sur le système à deux niveaux dont on veut re-pérer ave la plus grande préision possible la fréquene de résonane ω0 unhamp de fréquene ω sous la forme de deux impulsions π/2 séparées par un"temps mort" de durée T . Les deux niveaux sont supposés de durée de viein�nie.On a vu en partiulier que le nombre moyen d'atomes se trouvant dansl'état exité à l'issue de la séquene d'impulsions est donnée, au voisinageimmédiat de la résonane, par :
〈N̂b〉 =

1

2
(1 + cos(ω − ω0)T ) (8.3)Ce signal est maximum à résonane exate, mais ne onstitue pas un "signald'erreur" suseptible d'être utilisé pour asservir la fréquene de la sourede rayonnement sur la transition, ar si la soure n'est pas exatement àrésonane, la valeur de 〈N̂b〉 ne permet pas de savoir quel est le signe dudésaord, et don d'appliquer de signal de orretion adéquat. Pour obtenirun tel signal d'erreur, il faut faire une mesure di�érentielle : une méthode pos-sible est d'appliquer suessivement deux séquenes d'impulsion, la premièreà la fréquene ω + δ1, l'autre à la fréquene ω − δ1, où δ1 est une fréqueneajustable, et de faire la di�érene des deux mesures suessives de 〈N̂b〉. Onobtient un nouveau signal NM qui vaut :

NM = 〈N̂b(ω + δ1)〉 − 〈N̂b(ω + δ1)〉
= sin(ω − ω0)Tsinδ1T ≃ (ω − ω0)Tsinδ1Tqui s'annule à résonane exate et hange de signe en même temps quele désaord à résonane. On onstate que e signal est maximum pour
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δ1T = π/2. La préision ave laquelle on déterminera la résonane exateva être évidemment limitée par le "bruit" a�etant ette mesure. Celui-i ade nombreuses origines, liées essentiellement aux imperfetions inévitables dumontage expérimental. L'essentiel du travail du physiien métrologiste est deréduire es imperfetions. Lorsqu'il réussi à réduire au maximum toutes lesauses "tehniques" de bruit, il se heurte alors aux �utuations quantiquesindissoiablement liées à toute mesure en physique quantique. C'est ette"limite quantique" que nous allons déterminer dans les paragraphes suivantspour déterminer la préision ultime de telles mesures.2.2 Cas d'un seul atome : "bruit de projetion"La population 〈Nb〉 du niveau exité n'est autre que la valeur moyennede l'opérateur N̂b = |b〉〈b| de projetion sur l'état |b〉, d'où le nom de "bruitde projetion" pour quali�er le bruit quantique a�etant ette mesure [?℄. Lavariane de ette mesure pour un état |Ψ〉 est donnée par :

∆2Nb = 〈ψ|N̂2
b |ψ〉 − (〈ψ|N̂b|ψ〉)2 = 〈Nb〉(1 − 〈Nb〉) (8.4)ar N̂2

b = N̂b. On onstate don que le bruit ∆Nb ne dépend de l'état |Ψ〉 dusystème que par la valeur qu'il donne à 〈ψ|N̂b|ψ〉. Il vaut plus préisément :
∆Nb =

1

2
|sin(ω − ω0)T | (8.5)Il est nul pour une impulsion π et maximum et égal à 0, 5, soit la populationmoyenne, pour une impulsion π/2.En e qui onerne le "signal d'erreur" NM utilisé en métrologie, ommeles deux mesures suessives sont indépendantes, on ajoute les �utuationsorrespondantes en moyenne quadratique. Au voisinage immédiat de la réso-nane (δ = ω − ω0 << 1/T ), e bruit vaut :

∆NM ≃ 1√
2
|sinδ1T | (8.6)Le plus petit éart à résonane mesurable (ω − ω0)min sera elui pour lequelle signal est égal au bruit qui a�ete sa mesure. Il vaut don :

(ω − ω0)min =
1

T
√

2
(8.7)



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 174On onstate que ette valeur est indépendante de la valeur de δ1 utilisée.'est à peu près la valeur de la largeur de l'arhe entrale de la ourbe derésonane. Quelle que soit la qualité du montage expérimental utilisé, on nepourra don pointer le entre de résonane à mieux que sa largeur, à ausedes �utuations quantiques inévitables qui a�etent ette mesure.2.3 Cas de N atomes indépendantsL'expériene réelle est réalisée non pas sur un atome unique, mais sur unensemble de N atomes. L'état de es atomes est supposé pour l'instant êtrele produit tensoriel de N états identiques relatifs à haque atome (atomesstatistiquement indépendants les uns des autres). Chaque atome a une pro-babilité 〈Nb〉 d'être dans l'état |b〉. Nous supposerons en outre que le nombre
N est �xe et non �utuant. La probabilité de trouver Nb atomes dans l'étatexité parmi les N atomes obéit à une distribution binomiale :

P (Nb) = CNb
N 〈Nb〉Nb(1 − 〈Nb〉)N−Nb (8.8)On en déduit failement que la valeur moyenne de Nb vaut N〈Nb〉, et lavariane N〈Nb〉(1 − 〈Nb〉), e qui est un résultat lassique, soit dans le asprésent :

∆Nb =

√
N

2
|sinδ1T | (8.9)Le signal augmente omme le nombre d'atomes, et le bruit omme la rainearrée de e nombre, e qui est habituel quand on ajoute des évènementsindépendants. L'analyse préédente montre alors que le plus petit éart àrésonane mesurable est alors :

(ω − ω0)min =
1

T
√

2N
(8.10)On peut don maintenant pointer le entre de la résonane ave une iner-titude égale à sa largeur divisée par √N , et on onçoit qu'il est avantageuxd'utiliser beauoup d'atomes dans l'expériene, ou bien de la répéter N fois,e qui donnera le même résultat, vu la démonstration que nous venons defaire. Mais le nombre maximal d'atomes ou de mesures suessives est for-ément limité supérieurement, à ause de ontraintes expérimentales sur lasoure d'atomes et la stabilité du générateur miro-onde. Est-e qu'il n'existepas d'autres moyens de réduire l'inertitude sur la mesure, en gardant Nonstant ?



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 1752.4 Cas de N atomes ouplés de manière ohérente ; approhesemi-lassiqueLa première idée onsiste à envisager le as de N atomes ouplés de ma-nière ohérente à l'onde inidente, 'est-à-dire ave des fateurs de phase rela-tifs �xes. C'est une on�guration que nous avons étudiée dans le paragraphe(6.6.1). Appelons |i : a〉 par exemple l'état orrespondant au ime atome dansl'état |a〉. On a vu qu'on se ramenait au problème de l'interation d'un mo-ment inétique de s = N/2 ave le hamp. Si on suppose pour simpli�er queles N atomes se trouvent à une distane de l'origine bien inférieure à λ, lesfateurs de propagation de l'onde pour haque atome sont prohes de 1, etl'hamiltonien semi-lassique dérivant e système s'érit, à l'approximationquasi-résonnante :̂
H = ~ω0(Ŝz +

N

2
) +

~ΩR

2
(Ŝ+e

−iωt + Ŝ−e
iωt) (8.11)où ~̂S =

∑N
i=1 ~̂σi est le spin �tif total, Ŝ+ =

∑N
i=1 |i : b〉〈i : a|, et ΩR lafréquene de Rabi d'un atome dans le hamp appliqué.Le signal métrologique est la mesure de N̂b = Ŝz + N

2
. Cet opérateur n'estplus un projeteur, et l'analyse préédente n'est don plus valide. On voit quela mesure ne sera entahée d'auune erreur si le système se trouve dans unétat propre de Ŝz, |s,ms〉, au moment où il est mesuré, 'est-à-dire à la �n dela séquene des impulsions. Il faut don déterminer l'état du spin �tif sousl'e�et des impulsions de Ramsey. On a vu que 'était une suite de rotations :� une rotation de π/2 autour de Ox pour la première impulsion (si lehamp appliqué est réel) ;� une rotation de δT autour de 0z pendant le "temps noir" ;� une deuxième rotation de π/2 autour de Ox pour la deuxième impul-sion.Il est faile de montrer que le veteur géométrique ~S ′ qui se déduit d'unveteur initial ~S par ette série de transformations géométriques a pour om-posantes :

S ′
x = SzsinδT + SxcosδT

S ′
y = −Sy

S ′
z = −SzcosδT + SxsinδTSi on résout les équations de Heiseberg du système dans le référentiel tour-nant, on va trouver les mêmes relations, ette fois-i pour les opérateurs



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 176quantiques orrespondants. On en déduit :
N̂b =

N

2
− ŜzcosδT + ŜxsinδT (8.12)

Ŝz et Ŝx étant les valeurs des opérateurs en représentation de Heisenbergavant les impulsions de Ramsey.Supposons qu'au début du proessus, tous les atomes sont dans l'étatfondamental. L'état (onstant dans le temps) du système est don |s =
N/2, ms = −N/2〉. On en déduit :
〈Nb〉 =

N

2
(1 + cosδT )

〈N̂2
b 〉 = ||(N

2
− ŜzcosδT + ŜxsinδT )|s = N/2, ms = −N/2〉||2

= ||(N
2

(1 + cosδT )|s = N/2, ms = N/2〉

+
sinδT

2

√
N/2(N/2 + 1) −N/2(N/2 − 1)|s = N/2, ms = −N/2 + 1〉||2

= 〈Nb〉2 +
N

4
sin2δTOn trouve en �n de ompte :

∆Nb =

√
N

2
|sinδT | (8.13)qui est le résultat déjà trouvé pour des atomes statistiquement indépendants.Les e�ets de ouplage ohérent présents ii, et qui ont un e�et déterminant surl'évolution du dip�le, n'interviennent pas lorsqu'on mesure une population.On voit aussi que le résultat sera di�érent si on part d'un état initialqui n'est pas |s = N/2, ms = −N/2〉, 'est-à-dire d'un état possédant dèsl'origine des orrélations quantiques inter-atomiques. Plus préisément, il estaisé de voir que la variane du nombre d'atomes dans l'état exité s'exprimeen fontion des aratéristiques de l'état du système avant les impulsions deRabi par la formule :

∆2Nb = ∆2Szcos
2δT + ∆2Sxsin

2δT − 〈ĈŜx,Ŝz
〉sin2δT (8.14)où ĈŜx,Ŝz

est l'opérateur orrélation entre Ŝx et Ŝz dé�ni au début de ehapitre. Pour réduire les �utuations sur le signal métrologique, il faut don



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 177minimiser ette quantité, sahant que la non-ommutativité des deux opéra-teurs Ŝx et Ŝz entraine l'existene d'une relation de Heisenberg généralisée :
∆2Sz∆

2Sx − 〈ĈŜx,Ŝz
〉 ≥ ~2

4
〈Ŝy〉2 (8.15)2.5 Cas de N atomes ouplés de manière ohérente : approhe quantiqueNous allons montrer dans e paragraphe qu'il est possible de réer unétat quantique initial approprié pour les N atomes à l'aide d'une premièrephase d'interation entre les atomes et un hamp appliqué résonnant aveles atomes. Puisqu'il s'agit de aluler des orrélations et des �utuations,nous avons besoin d'une desription omplètement quantique de ette phasede préparation. Cette desription a été introduite dans le paragraphe 2 duhapitre 6. Nous savons que elle-i est simple si le système atomique n'estque très faiblement exité dans le proessus, et que les N atomes restentdans leur majorité dans l'état fondamental. On peut alors érire Ŝz ≃ N/2.On a vu qu'il y avait alors "interhangeabilité" entre l'opérateur hamp etl'opérateur atomique Ŝ+ pour un temps d'interation orrespondant à uneimpulsion π/2.Si on fait se suéder la phase de préparation et la phase des impulsions deRabi, on trouve que l'opérateur N̂b à l'issue de e proessus peut s'exprimeren fontion des opérateurs à l'instant initial omme :

N̂b =
N

2
(1 + cosδT ) + i

√
NsinδT

2
(e−iω0t1 â(0) − eiω0t1 â+(0)) (8.16)Il s'érit omme la somme de la valeur moyenne lassique et d'un opéra-teur �utuation dont il faut prendre la valeur moyenne dans l'état initial duhamp. Si e hamp est le vide (qui satisfait évidemment aux hypothèsessimpli�atries utilisées ii), on retrouve omme prévu :

∆2Nb = −Nsin
2δT

4
〈0|(e−iω0t1 â(0) − eiω0t1 â+(0))2|0〉 =

Nsin2δT

4
(8.17)On sait qu'il existe des états du rayonnement qui donnent d'autres valeursà la variane de et opérateur �utuation : en partiulier le "vide omprimé"donne à ette ombinaison de â et â+ (appelée "opérateur de quadrature")une valeur plus petite que e que l'on a dans le vide, et aussi petite que l'onveut, au détriment des �utuations sur la variable onjuguée, qui augmentent



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 178dans la même proportion, de manière à satisfaire à l'inégalité de Heisenberg.Mais es �utuations divergentes ne sont pas ouplées aux atomes, qui ne"voient" que la omposante dont le bruit est réduit.En résumé si on envoie sur le système des N atomes dans l'état fonda-mental un "vide omprimé" de fréquene ω0 pendant un temps t1 onvenable,et qu'on e�etue ensuite la séquene des impulsions de Rabi ave un autrehamp lassique de fréquene variable ω, on a un signal spetrosopique surbruit de fond réduit, don un meilleur rapport signal/bruit.3. Flutuations et orrélations en présene de dissipationOn s'intéresse maintenant à un système quantique non isolé, plus pré-isément à un "petit" système en ontat ave un "grand" système, appeléréservoir, qui induit une relaxation sur les observables du petit système. Pre-nons l'exemple d'un atome exité dans une vapeur atomique. Le réservoir,en l'ourrene tous les atomes du gaz, provoque la désexitation de l'atomeonsidéré, mais il a aussi un autre r�le : elui d'induire dans le petit systèmedes �utuations, liées à l'aspet aléatoire des ollisons entre l'atome onsidéréet les autres atomes. Ce phénomène est en fait très général, et il est formalisésous la forme d'un élèbre théorème dit de "�utuation-dissipation".3.1 Equation de Langevin lassiqueL'aspet aléatoire de l'interation ave un réservoir peut se dérire dansle as lassique par l'introdution d'une fore �utuante, dite "fore de Lan-gevin" [2, ?℄. Par exemple, dans le as du mouvement Brownien (partiulede masse M en présene d'une fore �xe extérieure ~Fcl et immergée dans unliquide ou un gaz), on érira :
M
d~v

dt
= ~Fcl −Mγ~v + ~FL(t) (8.18)Le deuxième terme dérit une fore de frition agissant sur la partiule, quiest le résultat moyen de l'interation ave le réservoir, et ~FL(t) une fore�utuante, de valeur moyenne nulle, qui permet de rendre ompte du détaildu mouvement Brownien. Le omportement statistique de ette fore estdérit par sa fontion de orrélation temporelle :

~FL(t)~FL(t′) = 2DM2δ(t− t′) (8.19)



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 179la barre supérieure indiquant la moyenne sur l'ensemble statistique, et Détant le oe�ient de di�usion de la partiule dans le �uide. Si le réservoirest un thermostat de température T , on montre que γ et D, qui ont mêmeorigine physique, sont liés par la relation d'Einstein :
γ =

M

kBT
D (8.20)qui illustre ette proportionnalité entre e�ets de dissipation et �utuations.3.2 Equation de Langevin quantiquePour un système quantique non isolé, on sait [2℄ que l'équation d'évolu-tion de la matrie densité ("équation pilote") permet en prinipe de alulertoutes les valeurs moyennes d'observables du petit système : don non seule-ment les valeurs moyennes, mais aussi les varianes et les orrélations. Maisl'équation de la matrie densité est souvent ompliquée et di�ile à résoudre.En général, on ne s'intéresse qu'à quelques observables, et on aimerait avoirdes équations pour es seules observables, a priori plus simples que l'équationpilote qui ontient l'ensemble des informations sur le système.Les équations du type équations de Bloh donnent l'évolution de la valeurmoyenne d'une observable partiulière 〈Â〉, sous la forme :

d

dt
〈Â〉 =

1

i~
〈[Â, Ĥ ]〉 − ΓA〈Â〉 (8.21)Il serait utile de trouver une équation analogue pour les opérateurs, qui per-mettrait alors de déterminer les varianes et les orrélations, et pas seulementles valeurs moyennes. Une andidate possible est l'équation :

d

dt
Â =

1

i~
[Â, Ĥ ] − ΓAÂ (8.22)ar sa valeur moyenne donne l'équation de Bloh. On peut se rendre ompteque ette équation ne peut onvenir. Il est en e�et faile de montrer que sideux observables Â et B̂ obéissent à des équations de e type (ave deuxtaux de relaxation ΓA et ΓB), alors :

d

dt
[ÂH , B̂H ] = −(ΓA + ΓB)[ÂH , B̂H ] (8.23)où ÂH(t) est la solution de l'équation d'évolution en l'absene de relaxation(ÂH(t) = exp(−iĤt/~)Âexp(iĤt/~)). Il en résulte que le ommutateur de



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 180es deux quantités, quelles qu'elles soient, tend vers zéro aux temps longs, equi est absurde. Pour restaurer une évolution "anonique", 'est-à-dire quionserve les ommutateurs au ours du temps, il faut rajouter un opérateurde valeur moyenne nulle, ou opérateur de bruit, qui est l'analogue quantiquede la fore de Langevin. La théorie quantique de la relaxation montre en e�etque l'équation d'évolution orrete s'érit :
d

dt
Â =

1

i~
[Â, Ĥ] − ΓAÂ+ F̂A(t) (8.24)où l'opérateur "fore de Langevin quantique", de valeur moyenne nulle, a unefontion de orrélation temporelle proportionnelle à la fontion delta :

F̂A(t)F̂A(t′) = 2DÂ,Âδ(t− t′) (8.25)L'équation d'évolution i-dessus est appelée "équation de Langevin quan-tique". Dans les paragraphes suivants, nous allons en préiser la forme dansdeux as partiuliers importants.3.3 Dissipation d'un mode du hamp dans une avité ave pertesConsidérons une avité résonnante ave un mode du hamp de fréquene
ω, omme elles utilisées dans les problèmes d'életrodynamique en avitéétudiés dans le paragraphe (6.4), et qui présente des pertes : il y a dissipationd'énergie dans les parois du miroir, ou bien ouplage du mode de la avitéave un ou des modes extérieurs (miroirs de transmission non nulle). Pourmodéliser e système, on suppose qu'il y a ouplage linéaire entre le modede avité, dérit par les opérateurs â et â+, et un très grand nombre demodes du hamp, qu'ils soient di�usés par le miroir pour rendre ompte despertes, ou bien transmis par elui-i à l'extérieur, et que l'on dérira par lesopérateurs de hamp b̂i et b̂+j (j = 1, .., Nm). Ce ouplage linéaire est déritpar un hamiltonien d'interation qui éhange les photons du mode de avitéave les photons des modes de perte, soit :

Ĥint = ~

∑

j

gj(b̂
+
j â+ b̂j â

+) (8.26)où gj est un oe�ient de ouplage réel. L'hamiltonien Ĥtot dérivant l'en-semble de es modes s'érit don :
Ĥtot = ~ωâ+â+ ~

∑

j

ωj b̂
+
j b̂j + Ĥint (8.27)



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 181Les équations de Heisenberg pour les opérateurs â et b̂j sont alors trèssimples :
dâ

dt
= −iωâ− i

∑

j

gj b̂j

db̂j
dt

= −iωj b̂j − igjâPour trouver une équation relative au seul mode de avité, on utilise uneméthode dérite maintes fois dans e ours : on résout formellement l'équationpour les modes "inintéressants", et on reporte leur expression dans l'équationde â. On obtient :
dâ

dt
= −iωâ− i

∑

j

g2
j

∫ t

0

dt′â(t′)e−iωj(t−t′) − i
∑

j

gj b̂j(0)e−iωjt (8.28)On retrouve la disussion faite dans le paragraphe (5.3.1) sur l'émission spon-tanée : le deuxième terme est proportionnel à â(t) (approximation de mémoireourte, ou de Markov) et dérit la dissipation du mode sous l'e�et des fuitesde la avité. Le troisième terme est la fore de Langevin herhée. On obtientdon l'équation de Langevin quantique pour e système en prenant la valeurmoyenne de ette équation sur l'état |R〉 du réservoir. On obtient alors uneéquation pour des opérateurs agissant uniquement dans l'espae de Hilbertdu petit système (le mode de avité) :
dâ

dt
= −iωâ(t) − κ

2
â(t) + F̂a(t) (8.29)Seul le dernier terme dépend de l'état du réservoir. Si on suppose que 'estun état du rayonnement thermique à la température T , on a :

〈R|b̂j(0)|R〉 = 0 〈R|b̂j(0)b̂′j(0)|R〉 = 〈R|b̂+j (0)b̂′+j (0)|R〉 = 0

〈R|b̂+j (0)b̂′j(0)|R〉 = nT (ωj)δj,j′ 〈R|b̂j(0)b̂′+j (0)|R〉 = (nT (ωj) + 1)δj,j′où nT (ωj) = 1/(exp(~ωj/kBT ) − 1) est le nombre de photons thermiquesdans le mode j à la température T . Ce nombre est très prohe de zéro dansle domaine visible à la température ambiante (de l'ordre de 10−35 pour lalongueur d'onde λ = 0, 6µm et T = 300K), et ne devient supérieur ou égal à1 que pour des rayonnements de grande longueur d'onde (λ > 50µm). L'ex-pression expliite de la fore de Langevin quantique permet d'en déterminer



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 182les fontion de orrélations, en utilisant aussi l'approximation de Markov, eten faisant attention à l'ordre des opérateurs qui ne ommutent généralementpas. On trouve les oe�ients de di�usion suivants :
Dâ,â+ =

κ

2
nT (ω) Dâ+,â =

κ

2
(nT (ω) + 1) Dâ,â = Dâ+,â+ = 0 (8.30)Si le réservoir est le vide (ou si ~ω > kBT ), seul le oe�ient Dâ+,â est nonnul. Ces relations, qui lient oe�ients de di�usion, de dissipation et tempé-rature du réservoir, sont les analogues quantiques de la relation d'Einsteinmentionnée plus haut, et donnent l'expression du théorème de �utuation-dissipation dans e as préis.3.4 Cas d'un système à deux niveaux en présene d'émission spontanéeL'approhe développée dans le hapitre (5) nous permet d'obtenir l'ex-pression de la fore de Langevin pour le as d'un système à deux niveaux ou-plé à l'ensemble des modes vides du hamp. On obtient alors les "équationsde Bloh-Langevin" pour les opérateurs population N̂b et dip�le atomique ˆ̃Ddans le as partiulier où la seule ause de relaxation atomique est l'émissionspontanée (milieu très dilué). Par un alul très analogue à elui qui vientd'être dérit pour un mode du hamp, on trouve [2, ?℄ :

dN̂b

dt
= −ΓspN̂b − i

E

2~
( ˆ̃D − ˆ̃D

+

) + F̂Nb
(t)

d ˆ̃D

dt
= −

[
Γsp

2
− i(ω0 − ω)

]
ˆ̃D − i

d2E

2~
(N̂b − N̂a) + F̂D̃(t)les oe�ients de di�usion des fores de Langevin quantiques étant donnéspar :

DN̂b,N̂b
=

Γsp

2
〈N̂b〉; D ˆ̃D, ˆ̃D

=
Γsp

2
; D ˆ̃D

+

, ˆ̃D
= D ˆ̃D, ˆ̃D

+ = D ˆ̃D
+

, ˆ̃D
+ = 0 (8.31)Il faut aussi onsidérer que les deux fores de Langevin, dont l'origine om-mune est le ouplage aux modes vides du hamp, sont orrélées entre elles :

D
N̂b,

ˆ̃D
=

Γsp

2
〈 ˆ̃D〉; D ˆ̃D,N̂b

=
Γsp

2
〈 ˆ̃D

+

〉 (8.32)Ces expressions permettent de déterminer toutes les �utuations et orréla-tions d'un système à deux niveaux interagissant ave un hamp lassique.



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 1833.5 Théorème de régression quantiqueC'est une autre méthode permettant de déterminer diretement l'équationd'évolution de la valeur moyenne du produit de deux opérateurs pris à desinstants di�érents, du type 〈Â(t)B̂(t′)〉. Prenons l'exemple de la dissipationd'un mode du hamp dans une avité à pertes :
d

dt
â(t) = −i

[
ω − κ

2

]
â(t) + F̂a(t) (8.33)On en déduit :

d

dt
〈â(t)â(t′)〉 = −i

[
ω − κ

2

]
〈â(t)â(t′)〉 + 〈F̂a(t)â(t

′)〉 (8.34)Par intégration direte de la première équation, on sait que :
â(t′) =

∫ t′

0

dt”e−i(ω+ κ
2
)(t′−t”)F̂a(t”) (8.35)Don :

〈F̂a(t)â(t
′)〉 =

∫ t′

0

dt”e−i(ω+ κ
2
)(t′−t”)〈F̂a(t)F̂a(t”)〉

= 2Dâ,â

∫ t′

0

dt”e−i(ω+ κ
2
)(t′−t”)δ(t− t”)Cette quantité est nulle si t > t′. Ce résultat est une onséquene de laausalité : â(t′) ne peut dépendre que des valeurs de la fore de Langevinprises à des instants antérieurs à t′, qui sont non orrélées aux valeurs de ettefore à des instants postérieurs à t′. L'équation d'évolution de la moyenne àdeux temps se simpli�e don dans e as :

t > t′ ⇒ d

dt
〈â(t)â(t′)〉 = −i

[
ω − κ

2

]
〈â(t)â(t′)〉 (8.36)elle est identique à l'équation pour 〈â(t)〉.Le théorème de régression quantique s'énone don ainsi : l'équation d'évo-lution d'une moyenne à deux temps est formellement la même que elle de lamoyenne à un temps. Cette règle, très générale, est liée uniquement à l'ap-proximation de mémoire ourte et à la ausalité. Elle s'applique aussi auxéquations de Bloh, qui permettent don de déterminer toutes les moyennesà deux temps.
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´

LS
D1

D2 Retard tFig. 8.1: dispositif de mesure d'une orrélation d'intensité4. Corrélations d'intensité lumineuse4.1 Corrélation d'intensité pour des hamps lassiquesLes astrophysiiens Hanbury-Brown et Twiss ont été les premiers, dans lesannées 50, à s'intéresser aux orrélations d'intensité lumineuse. Le signal deorrélation est obtenu par le dispositif expérimental shématisé sur la �gure8.1 : le faiseau lumineux dont on veut mesurer les propriétés est séparé endeux parties égales par une lame semi-ré�éhissante LS. Deux photodéte-teurs D1 etD2 mesurent l'intensité instantanée I(t) de la lumière sur haunedes voies de sortie. Un dispositif életronique, omportant une ligne à retardintroduisant un délai τ sur le deuxième signal et un mélangeur multipliateurde ourants, permet d'obtenir le signal de orrélation d'intensité :
G2(τ) = I(t)I(t+ τ) (8.37)où la barre supérieure indique une moyenne temporelle sur t. Si la sourelumineuse est stationnaire dans le temps, ette quantité ne dépend en e�etque de la di�érene entre les deux instants de mesure.Lorsque τ est plus grand que le temps de orrélation de la soure lu-mineuse, les valeurs de I(t) et I(t + τ) sont des grandeurs stohastiquesstatistiquement indépendantes. On a don :

G2(t→ ∞) = I(t) I(t+ τ) =
(
I(t)

)2 (8.38)à ause de la stationnarité. Or I(t)I(t) ≥
(
I(t)

)2 (la di�érene, égale à
(
I(t) − I(t)

)2 est en e�et toujours positive). On en déduit qu'on a toujours,



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 185dans le as de hamps lassiques �utuants :
G2(τ = 0) ≥ G2(τ → ∞) (8.39)ou, si on dé�nit la fontion de orrélation normalisée g2 par :
g2(τ) =

I1(t)I2(t+ τ)

I1(t) I2(t)
(8.40)on a alors :

g2(0) ≥ g2(∞) = 1 (8.41)La fontion g2(τ) a don la forme d'une bosse entrée en τ = 0 dont la lar-geur permet de déterminer le temps de orrélation d'intensité de la soure.Hanbury-Brown et Twiss ont montré qu'on pouvait, par un montage légè-rement di�érent, avoir aès à la ohérene spatiale de la soure, et don,si la lumière provient d'une étoile, à son diamètre angulaire. La mesure desorrélations d'intensité permet don de remonter aux propriétés de ohérenede la soure lumineuse, au même titre que les mesures interférométriques ha-bituelles, qui sont en fait des mesures de orrélations d'amplitude du hamp.4.2 Corrélation d'intensité pour des hamps quantiquesSi on envisage le signal de photodétetion omme dû à l'arrivée des pho-tons sur le déteteur (même si le débit de es photons est trop grand pourqu'ils puissent être distingués individuellement par le déteteur), le maximumde g2 à l'origine indique une tendane des photons émis par une soure las-sique à se "grouper" temporellement. C'est le phénomène de "groupement",ou "bunhing".Ce phénomène subsiste-t-il dans une desription quantique du rayonne-ment ? Nous allons voir que e n'est pas toujours le as, et don que la mesuredes orrélations d'intensité permet de de traer sans ambiguité la frontièreentre hamps lassiques et hamps "non-lassiques", pour lesquels auunedesription lassique n'est à même de rendre ompte des phénomènes obser-vés.Le dispositif shématisé sur la �gure 8.1 utilise maintenant des photodé-teteurs apables de ompter les photons sur les deux voies de sortie, et ledispositif életronique mesure les oïnidenes entre les impulsions de ou-rant provoquées par l'arrivée de haque photon sur es deux déteteurs. On



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 186envoie sur e dispositif une lumière formée de photons bien séparés les uns desautres. La lame semi-ré�éhissante, qui ne peut ouper es photons, "atomes"de lumière, en deux, va les aiguiller aléatoirement sur l'une ou l'autre des sessorties, ave des probabilités de 0, 5 pour les deux éventualités. Il n'y auradon jamais de photons arrivant simultanément sur les deux photodéteteurs :
G2(τ = 0) va don être nul, alors que G2(τ) sera non nul pour des retards
τ supérieurs à l'intervalle de temps moyen séparant deux photons suessifsémis par la soure. On a don une situation où :

G2(τ = 0) = 0 ≤ G2(τ → ∞) (8.42)Il y a "dégroupement" des photons ("antibunhing"). La prédition quan-tique pour et état partiulier du hamp entre en totale ontradition avela prédition lassique.4.3 Signal de photodétetion doubleNous avons vu dans le paragraphe (4.3) que le signal de photodétetionau point ~r était, à une onstante multipliative près, donné par la valeurmoyenne de l'observable Φ̂(~r) dans l'état du rayonnement inident sur ledéteteur, ave :
Φ̂(~r) =

(
Ê+(−→r , t)

)+ (
Ê+(−→r , t)

) (8.43)Un raisonnement analogue permet de montrer que le signal de photodéte-tion en oïnidene, ou photodétetion double, est, toujours à une onstantemultipliative près, la valeur moyenne dans l'état du hamp inident de l'ob-servable Ĝ2(~r1, ~r2, τ) donnée par :
Ĝ2(~r1, ~r2, τ) =

(
Ê+(~r1, t)

)+ (
Ê+(~r2, t+ τ)

)+

Ê+(~r2, t+ τ)Ê+(~r1, t) (8.44)
~r1 et ~r1 étant les positions des deux photodéteteurs, supposés pontuels. Sion se rappelle que Ê+ est une ombinaison linéaire d'opérateurs d'annihi-lation âl, on voit que l'opérateur Ê+(~r2, t + τ)Ê+(~r1, t) va toujours détruiredeux photons sur l'état du hamp. On obtiendra don un signal de double dé-tetion nul si et état ne omporte qu'un photon, dans un mode quelonque,et don g2(τ) = 0 pour tout τ dans e as.Supposons maintenant que le hamp inident est dérit par un état |Ψ〉produit tensoriel d'états ohérents dans haun des modes du hamp (ertains



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 187modes pouvant être dans l'état vide). |Ψ〉 est état propre de l'opérateur
Ê+(~r, t) en tout point et à tout instant :

Ê+(~r, t)|Ψ〉 = 〈Ê+(~r, t)〉|Ψ〉 (8.45)Don
〈Ψ|

(
Ê+(~r1, t)

)+ (
Ê+(~r2, t+ τ)

)+

Ê+(~r2, t+ τ)Ê+(~r1, t)|Ψ〉 =

〈
(
Ê+(~r1, t)

)+

〉〈
(
Ê+(~r2, t+ τ)

)+

〉〈Ê+(~r2, t+ τ)〉〈Ê+(~r1, t)〉 =

〈Ψ|
(
Ê+(~r1, t)

)+

Ê+(~r1, t)|Ψ〉〈Ψ|
(
Ê+(~r2, t+ τ)

)+

Ê+(~r2, t+ τ)|Ψ〉d'où l'on déduit :
g2(τ) = 1 ∀τ (8.46)

g2 est onstant et égal à 1 pour un état ohérent monomode ou multimode :il n'y a dans e as ni groupement ni dégroupement des photons, e qui seomprend si l'on onsidère que les photons dans un état ohérent ont des ins-tants d'arrivée statistiquement indépendants les uns des autres (distributionde Poisson). On retrouve don ii aussi les états ohérents à la frontière entremonde lassique et monde purement quantique.Il existe en revanhe d'autres états quantiques du hamp pour lequel il ya groupement de photons, omme dans le as lassique. C'est en partiulierle as lorsqu'on fait une superposition statistique d'états ohérents de valeursde α di�érentes (as non pur), ou pour l'état d'un hamp thermique à unetempérature T donnée.4.4 Signal de orrélation d'intensité dans la �uoresene d'un atomeuniqueComment produire un état du hamp dans lequel les photons sont "dé-groupés", 'est-à-dire bien isolés les uns des autres ? Une méthode possibleest de les produire par un émetteur quantique unique, par exemple un atomeà deux niveaux isolé. Dans e as, un seul photon d'émission spontanée peutêtre émis à un moment donné par l'atome, et le photon suivant ne peut êtreproduit qu'après ré-exitation de l'atome. Le alul suivant va permettre deon�rmer et de préiser ette idée intuitive.Il nous faut d'abord dérire quantiquement le hamp de �uoresene émispar un atome soumis à une exitation résonnante ontinue. Si on adopte tout



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 188d'abord un point de vue lassique, elui du modèle de Lorentz, on sait que lehamp rayonné par un dip�le à grande distane est proportionnel à la dérivéetemporelle seonde de e dip�le. Pour un atome exité à la fréquene de réso-nane ω0, le dip�le osille à ette fréquene, et l'amplitude omplexe Eray duhamp életrique rayonné est don proportionnelle à −ω2
0D̃, où D̃ est l'ampli-tude omplexe du dip�le atomique. Un alul quantique du hamp rayonné[2, ?℄ montre qu'on a la même relation pour les équivalents quantiques de esquantités, 'est-à-dire que Ê+

ray(t) est proportionnel à D̂+(t− tprop) opérateurdip�le omplexe en représentation de Heisenberg, où tprop est le temps depropagation de la lumière de l'atome au déteteur. On peut don érire lafontion de orrélation du hamp de �uoresene mesuré par deux déteteursitués à la même distane de l'atome (même tprop) sous la forme :
G2(τ) = K〈

(
D̂+(0)

)+ (
D̂+(τ)

)+

D̂+(0)D̂+(τ)〉 (8.47)où K est une onstante, la valeur moyenne étant prise dans l'état stationnairede l'atome, dérit par une matrie densité qui se déduit des équations deBloh. Pour trouver l'expression expliite de l'opérateur D̂+(t), on part dufait que sa valeur moyenne est proportionnelle à la ohérene ρba(t), quiest la valeur moyenne de l'opérateur |b〉〈a|, toujours en représentation deHeisenberg. On a don :
D̂+(t) = Û+(t)|b〉〈a|Û(t) (8.48)où Û(t) est l'opérateur d'évolution de l'atome. On a don :

G2(τ) = K〈|b〉〈a|Û+(t)|b〉〈a|Û(t)Û+(t)|a〉〈b|Û(t)|a〉〈b|〉
= KN stat

b |〈b|Û(t)|a〉|2où Nb = 〈|b〉〈b|〉 est la population stationnaire du niveau exité. Cette expres-sion a une interprétation physique simple : la probabilité onjointe de mesurerun photon à l'instant 0 et un photon à l'instant τ est proportionnelle au pro-duit de la probabilité d'émission du premier photon (proportionnelle à Nb)par la probabilité de mesurer le seond photon sahant que le premier a étéémis. Comme juste après l'émission du premier photon, le système se trouvede façon ertaine dans l'état fondamental |a〉, elle-i est donnée par la pro-babilité qu'a un atome se trouvant à l'instant t = 0 dans l'état fondamentalde se trouver dans l'état exité à l'instant τ , qui est justement |〈b|Û(t)|a〉|2.



8. FLUCTUATIONS ET CORRELATIONS QUANTIQUES 189Pour trouver la fontion de orrélation normalisée, il faut diviser par
G2(∞) = K(N stat

b )2, et on a �nalement :
g2(τ) =

|〈b|Û(t)|a〉|2
N stat

b

(8.49)La valeur de g2 se déduit don de la solution du régime transitoire des équa-tions de Bloh. On trouve alors :
g2(τ) = 1 − e−3Γspτ/4cos(ΩRτ) (8.50)résultat qu'on aurait aussi pu trouver en utilisant le théorème de régressionquantique. On trouve bien que g2(τ = 0) = 0, et qu'il y a déorrélation desémissions pour des temps τ longs devant la durée de vie du niveau exité.L'expériene qui a permis de on�rmer es préditions a été réalisée pourla première fois en 1977 par Kimble, Dagenais et Mandel (Phys. Rev. Letters39, 691 (1977)) : en mesurant g2 sur la lumière de �uoresene émise par unjet atomique très dilué exité par un laser résonnant, ils ont pu observer que

g2(0) < g2(∞), e qui était en ontradition ave les préditions de la théorielassique. Cette expériene a eu un grand retentissement, ar elle a onstituéla première preuve inattaquable que la quanti�ation du rayonnement étaitindispensable pour dérire ertains phénomènes lumineux. Comme dans unjet, même dilué, la probabilité d'avoir deux atomes dans la zone d'intera-tion n'est pas omplètement nulle, la valeur de g2(0) mesurée était non nulle.L'expériene a été reprise ultérieurement sur des émetteurs quantiques réelle-ment isolés : ion piégé unique, moléule ou nanopartiule bien isolée sur unesurfae. La �gure ?? donne un exemple de mesure expérimentale de g2 surun de es systèmes, où on voit bien l'annulation de g2 à l'origine. On disposedon atuellement de soures de photons dégroupés failes à utiliser, utilesnotamment pour des expérienes de ryptographie quantique.



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DESATOMESLe but de et appendie est de faire quelques rappels sur la struture desatomes. Ces rudiments sont utiles pour la bonne ompréhension des di�érentshapitres du ours d'optique quantique. Pour plus de détails, le leteur sereportera à des ouvrages spéialisés, ou aux ours de Maîtrise des di�érentesUniversités.L'une des aratéristiques essentielles des atomes, au delà de leurs impor-tantes di�érenes mutuelles, est qu'ils possèdent une invariane par rotationautour du noyau. Comme on sait que l'opérateur quantique d'une rotationde veteur ~ω autour de l'origine s'érit exp(−i~ω · ~̂M c/~) où ~̂
M c est le momentinétique total du système que l'on fait tourner, on en déduit que l'hamilto-nien du système ommute néessairement ave les trois omposantes de emoment inétique, et don que les états propres de et hamiltonien sont aussiétats propres de ~̂

M
2

c et ~Mc,z. On peut don répertorier les niveaux d'énergied'un atome par les nombres quantiques relatifs à son moment inétique total,et dans beauoup de as, omme nous le verrons plus bas, par eux relatifsaux di�érents moments inétiques des sous-systèmes invariants par rotation.Par exemple, si on néglige les interations entre életrons dans un atome àplusieurs életrons, le système est invariant par rotation séparée de haundes életrons qui le omposent, et les niveaux d'énergie peuvent être réperto-riés par les nombres quantiques du moment inétique total (orbital + spin)de haun des életrons.1. Struture de l'atome d'hydrogèneL'atome d'hydrogène est le plus simple de tous les atomes, elui dont onpeut aluler ave la plus grande préision les niveaux d'énergie. La onfronta-tion des déterminations théoriques ave les mesures des fréquenes de tran-sition dans et atome onstitue un test inontournable de la validité des



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 191théories physiques. Tout au long du sièle dernier, les expérimentateurs ontonstamment herhé à améliorer la préision des mesures spetrosopiques.A l'heure atuelle, ave une inertitude relative reord de 2 × 10−14, ellessont les plus préises de toute la physique. De manière parallèle, les théori-iens ont non seulement e�etué des aluls toujours plus préis dans le adredes théories existantes, mais ils ont dû à plusieurs reprises hanger les basesmêmes de la théorie pour parvenir à un aord satisfaisant.1.1 Hydrogène de ShrödingerLe premier hapitre de l'histoire du spetre de l'hydrogène est bien onnu :des expérimentateurs omme Angstrom, Lyman ou Pashen ont déterminé àl'aide de spetromètres à réseau les longueurs d'ondes λmn des raies d'ab-sorption de l'hydrogène mono-atomique ave une préision de l'ordre del'Angström. Balmer montre qu'il existe une formule empirique qui permetde les retrouver toutes à partir d'une onstante multipliative ajustable Ry(la onstante de Rydberg) et de la donnée de deux nombres entiers m et n :
1

λmn
= Ry(

1

m2
− 1

n2
) (9.1)Bohr, en 1913, retrouve ette formule phénoménologique en ayant l'intuitionque les atomes ont des niveaux d'énergie stables obéissant à des règles simplesde quanti�ation, et que les raies observées orrespondant à des transitionsentre es niveaux d'énergie. Il arrive même à exprimer la onstante de Ryd-berg Ry à partir des onstantes déjà onnues, omme h,  et les masses despartiules : l'aord ave les résultats expérimentaux est exellent, e quiassure le suès de sa théorie, même si ses bases sont relativement fragiles.L'équation de Shrödinger, établie en 1926, permet de retrouver le mêmerésultat sur des bases solides. Rappelons en les prinipaux résultats :L'invariane par rotation du potentiel oulombien permet de mettre lesfontions d'onde du système en oordonnées sphériques sous la forme :

ψ(r, θ, φ) = φn,l(r)Yl,m(θ, φ) (9.2)où les fontions Yl,m(θ, φ) sont les harmoniques sphériques, fontions propresdu arré du moment inétique orbital −̂→L 2 ave la valeur propre l(l+ 1)~2, etde la projetion du moment inétique sur l'axe Oz, L̂z, ave la valeur propre
m~. Les états propres de l'atome d'hydrogène sont de deux types :



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 192- les états du spetre disret, notés |n, l,m >, d'énergie :
Enlm = −Ryhc

n2
(9.3)où la onstante de Rydberg Ry est exprimée ii en "nombre d'ondes" (m−1),et vaut :

Ry =
1

hc

µq4

32π2ε2
0~

2
=

1

hc

α2

2
µc2 (9.4)

n est un entier stritement positif quelonque, q la harge de l'életron, µ lamasse réduite de l'életron, égale à mM
m+M

, où m et M sont respetivement lesmasses de l'életron et du noyau de l'atome d'hydrogène, en l'ourrene duproton, et α la onstante de struture �ne :
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≃ 0, 0072973525 (9.5)où seul le dernier hi�re indiqué est a�eté d'une inertitude.- les états du spetre ontinu, |E, l,m >, qui ont une énergie E positivequelonque, et qui sont les états de di�usion qui permettent de aluler lesaratéristiques de la ollision entre un életron inident et une harge pon-tuelle �xe. On trouvera dans [11℄ tous les détails sur les propriétés de esdi�érentes fontions d'onde.Les états |n, l,m > et |E, l,m > sont fortement dégénérés en énergie, lpouvant prendre n valeurs entières omprises entre 0 et n−1 pour le spetredisret, et n'importe quelle valeur pour le spetre ontinu, et m pouvantprendre 2l + 1 valeurs entières omprises entre −l et +l. La dégénéreseneen m est liée à l'invariane par rotation autour du entre de fore. La dégé-néresene en l est liée à la symétrie partiulière du potentiel Coulombien.Cette symétrie se manifeste aussi dans le problème lassique équivalent, a-ratérisé par l'existene d'une onstante du mouvement supplémentaire, le"veteur de Runge-Lenz", en plus du moment inétique −→L . La onstane dee veteur traduit le fait que, dans un potentiel en 1/r, les orbites se boulentsur elles-mêmes au bout d'un tour.La notation traditionnelle d'un état |n, l,m > est na, où a est la lettre s,p, d, f, g, ... pour les valeurs de l 0,1,2,3,4, ... La valeur de m n'est en généralpas spéi�ée.



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 1931.2 Hydrogène de DiraEn utilisant des tehniques spetrosopiques de plus grande résolution, etnotamment grâe à l'utilisation des interféromètres de Fabry-Perot, les ex-périmentateurs ont observé que les raies de l'hydrogène sont souvent forméesde doublets, appelés doublets de struture �ne, ave des éarts en fréquenede l'ordre du GHz. Sommerfeld, en introduisant des orretions relativistes àla théorie de Bohr, avait rendu ompte dès 1916 de ertains de es e�ets. En1925, Uhlenbek et Goudsmit attribuent à l'életron un moment inétiqueintrinsèque, ou spin, et un moment magnétique assoié qui intervient dans ladétermination des énergies de l'atome d'hydrogène. Cette hypothèse ad-hopermet de rendre ompte de toute la omplexité des spetres trouvés par lesexpérimentateurs. Cette onstrution théorique quelque peu omplexe, danslaquelle se produisent parfois des oïnidenes énergétiques apparemment a-identelles, retrouve unité et simpliité lorsqu'en 1928 Dira établit sur desbases solides une théorie à la fois quantique et relativiste. Il en déduit l'exis-tene du spin de l'életron et ses propriétés magnétiques, ainsi que les étatset énergies propres de l'hydrogène, ave les résultats suivants, pour e quionerne le spetre disret : les états propres, notés |n, l, j,mj > ont pourénergie :
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)] (9.7)au seond ordre en α2. |n, l, j,mj > est en outre veteur propre du arrédu moment inétique orbital −̂→L 2 ave la valeur propre l(l + 1)~2, du arrédu moment inétique életronique total (orbital+spin : −̂→J =
−̂→
L +

−̂→
S ), −̂→J 2,ave la valeur propre j(j + 1)~2, et de la projetion du moment inétiqueéletronique total sur l'axe Oz, Ĵz, ave la valeur propremj~. l prend toujourstoutes les valeurs entières possibles entre 0 et n − 1, j les deux valeurs l −

1/2 et l + 1/2, et mj toutes les valeurs demi-entières possibles entre −jet +j. Notons qu'il y a toujours dégénéresene des niveaux d'énergie : en
l (qui peut prendre deux valeurs l ± 1/2 pour une valeur de j donnée) àause de la symétrie partiulière du potentiel oulombien, et en mj , à ause



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 194de l'aspet entral du potentiel. Ces niveaux d'énergie oïnident bien aveles observations expérimentales pour e qui onerne les niveaux exités del'atome. Leur notation traditionnelle est nAj ave A=S,P,D...1.3 Struture hyper�neLe proton formant le noyau de l'hydrogène intervient aussi dans l'énergiede l'atome : il a un moment inétique −̂→
I , don un moment magnétique nu-léaire qui interagit ave le moment magnétique de l'életron. Nous étudieronsette interation plus en détail dans le paragraphe (2.3). Les états propresde l'hydrogène en présene de ette interation sont du type |n, l, j, f,mf >,veteur propre ommun au arré du moment inétique orbital −̂→L 2 ave lavaleur propre l(l+ 1)~2, du arré du moment inétique életronique total or-bital+spin −̂→

J
2 ave la valeur propre j(j+1)~2, du arré du moment inétiqueatomique total (orbital+spin életronique+spin nuléaire −̂→F =
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2, ave la valeur propre f(f + 1)~2, et de la projetion du moment iné-tique atomique total sur l'axe Oz, F̂z, ave la valeur propre mf~. Le noyaude l'hydrogène étant un proton de spin I = 1/2, les valeurs possibles de fsont j − 1/2 et j + 1/2. A ause de l'invariane par rotation du problème, ily a toujours néessairement dégénéresene en mf des niveaux d'énergie.On en déduit en partiulier que l'état fondamental n = 1 (don l = 0),qui n'a pas de struture �ne ar j ne peut y prendre que la valeur j = 1/2,possède une "struture hyper�ne", ar f peut prendre les deux valeurs f = 0et f = 1. L'état fondamental se dédouble en deux sous-niveaux espaés de1,4204057GHz, struture qui a été mesurée ave une très grande préision.Mentionnons en passant que les radio-astronomes utilisent la détetion detransitions spontanées entre es deux sous-niveaux dans l'hydrogène inter-stellaire (la longueur d'onde orrespondante est égal à 21m) pour déterminerla répartition de l'hydrogène dans l'univers.Dans les années 30, théoriiens et expérimentateurs ne onstatent auundésaord : il semble alors à tous que la théorie de Dira et la prise en omptedes e�ets magnétiques du noyau permettent de résoudre dé�nitivement leproblème de l'atome d'hydrogène.



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 1951.4 Hydrogène de LambLa théorie de Dira implique l'existene d'une dégénéresene entre ni-veaux de même valeur de j mais de valeurs di�érentes de l. En partiulier lamultipliité n = 2 ne doit omporter que deux niveaux d'énergie, les niveaux
2S1/2 (|n = 2, l = 0, j = 1/2, mj >) et 2P1/2 (|n = 2, l = 1, j = 1/2, mj >)étant dégénérés, et séparés du niveau 2P3/2 (|n = 2, l = 1, j = 3/2, mj >),si on néglige l'e�et, très faible, dû à l'existene du spin nuléaire. En 1938,di�érents expérimentateurs remarquent dans les spetres mesurés ave laplus grande résolution des " épaulements " dans les raies aboutissant à lamultipliité n = 2 qui peuvent laisser suggérer que la dégénéresene entreniveaux prévue par Dira n'est pas totalement exate. En 1950, W. Lambréalise des mesures spetrosopiques de résolution enore meilleure par uneméthode nouvelle, qui s'est développée dans le sillage des reherhes sur lesradars e�etuées pendant la deuxième guerre mondiale : il utilise des souresde rayonnement radiofréquene, et non pas optiques, pour induire direte-ment des transitions entre les sous-niveaux eux-mêmes sur un jet d'atomesd'hydrogène se propageant dans une eneinte à vide.

Fig. 9.1: Struture de l'ensemble des niveaux de nombre quantique prinipal n =
2 dans l'hydrogène : a) d'après la théorie de Shrödinger. b) d'après lathéorie de Dira ) en tenant ompte des e�ets dus au ouplage ave lehamp életro-magnétique quanti�éLa �gure 9.1 donne la position des niveaux d'énergie de l'hydrogène a-ratérisés par un nombre quantique prinipal n=2 ("multipliité" n = 2).D'après la théorie de Shrödinger, e niveau est totalement dégénéré, et il



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 196n'existe qu'une fréquene de transition, don une seule raie, entre le niveaufondamental et e niveau d'énergie : 'est la raie appelée Balmer α. D'aprèsla théorie de Dira, le niveau n=2 se subdivise en deux sous-niveaux d'éner-gies légèrement di�érentes, séparés d'environ 10,1 GHz, soit quelques millio-nièmes de la fréquene de la raie Balmerα. L'expériene de Lamb on�rmeles soupçons des spetrosopistes, et montre que les niveaux 2S1/2 et 2P1/2sont en fait non dégénérés. Il en mesure préisément l'éart, que l'on appellemaintenant " déplaement de Lamb ", trouvé égal à 1,05712 GHz. Cet éartn'est pas expliable par l'existene du spin nuléaire, qui rée dans e niveauune struture hyper�ne beauoup plus petite. Il faut alors admettre que ladesription de Dira de l'atome d'hydrogène est insu�sante : elui-i ne peutpas être onsidéré isolément du monde extérieur ; il interagit néessairementave le hamp életromagnétique quanti�é qui l'entoure. Cette interation aplusieurs onséquenes : elle déstabilise les niveaux exités de l'atome, 'estl'émission spontanée, mais aussi elle en modi�e légèrement l'énergie, par un"e�et Stark induit par les �utuations du vide" (voir l'e�et Stark dans lasetion (4.2)). Les aluls e�etués dans le adre de ette théorie permirentdès les années 50 de retrouver l'éart énergétique mesuré dans l'expérienede Lamb.1.5 L'hydrogène au début du 21eme sièleAve l'arrivée des lasers à partir des années 60, les tehniques expéri-mentales ont fait de gigantesques progrès, ave l'utilisation de lasers de plusen plus monohromatiques pour induire les transitions, la mise au point denouvelles tehniques permettant de réduire la largeur intrinsèque des raiesspetrales, et le perfetionnement des méthodes de mesures des fréquenesdes transitions. Ces améliorations ont permis de faire gagner en 40 ans unfateur 105 à la préision des mesures spetrosopiques. La fréquene de latransition Lyman α entre les niveaux 1S1/2f = 0 et 2S1/2f = 0 a été mesuréeen 2000 à la valeur suivante :
ELymanα

h
= 2466061413187103Hz (9.8)ave une inertitude absolue de 46 Hz. Ave une inertitude relative de 2 ×

10−14, 'est la mesure la plus préise de toute la physique ! On a aussi pumesurer le déplaement de Lamb du niveau fondamental de l'hydrogène, quiest une très faible orretion à l'énergie totale du niveau, et non pas une levéede dégénéresene entre niveaux prohes, plus faile à mesurer.



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 197On a pu ainsi déterminer la valeur expérimentale de la onstante de Ryd-berg ave une préision relative de 8 × 10−12 :
Ry = 109737, 315685cm−1 (9.9)Parallèlement, les aluls d'énergie e�etuées dans le adre de la théoriedes hamps, extrêmement omplexes, sont de plus en plus préis, grâe àl'utilisation d'ordinateurs toujours plus puissants. En dépit de et arois-sement phénoménal de la préision des mesures, il n'y a pour l'instant pasd'éart réellement signi�atif entre théorie et expériene. La préision atteinteà l'heure atuelle est telle qu'il faut maintenant tenir ompte des aratéris-tiques détaillées du proton.2. Struture des atomes à un életron2.1 Eletron sans spinLes atomes alalins (Li, Na, Rb, K, Cs et Fr) peuvent être onsidérésà une bonne approximation omme des atomes dans lequel seul l'életron leplus périphérique est responsable des énergies du système, les autres életrons(ayant une struture de gaz rare) et le noyau formant un "oeur" d'exten-sion rc non négligeable, réant un potentiel moyen entral V (r) dans lequelévolue et életron périphérique. Ce potentiel di�ère fortement du potentielCoulombien pour r ≤ rc, puis tend vers elui-i pour r ≫ rc.A ause du aratère entral du potentiel, les états propres d'un tel sys-tème sont toujours du type |n, l,m >, et les fontions propres s'ériventomme indiqué en (1.3). Elles ont la parité (−1)l vis à vis du hangement

~r → −~r. Les énergies des états liés, notés na (a=s,p,d,..) omme pour l'hy-drogène, s'érivent maintenant :
Enlm = − Ryhc

(n− δn,l)
2 (9.10)où le oe�ient δn,l est appelé le "défaut quantique". Il est responsable d'unelevée de dégénéresene en l, omme on pouvait s'y attendre pour un poten-tiel di�érent du potentiel oulombien. Le défaut quantique varie lentementave n et fortement ave l. Sa valeur est liée à l'interation de l'életron pé-riphérique ave le oeur. Il est de l'ordre de quelques unités pour les étatsde petites valeurs de l, qui ont une probabilité de présene non négligeable



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 198dans la zone du oeur : pour le sodium, il vaut environ 1,35 pour les étatsS, et 0,86 pour les états P. Pour le ésium, qui a un oeur beauoup plusétendu, il vaut environ 4,05 pour les états S et 3,57 pour les états P. Il estprohe de zéro pour les grandes valeurs de l (l > 1 pour le sodium, l > 2pour le ésium), 'est à dire pour les états "non-pénétrants" qui ressemblentalors fortement aux états orrespondants de l'hydrogène, et qui ne sont quelégèrement perturbés par un e�et de polarisation du oeur par l'életron ex-térieur. Les életrons du oeur ayant rempli les ouhes profondes, la valeurde n pour l'état fondamental est 2 pour le lithium, 3 pour le sodium, ..., 6pour le ésium. Pour de tels atomes, il existe une "transition préférentielle"entre le niveau S fondamental et le premier niveau P exité, appelée raie derésonane, qui joue un r�le important ar elle est aratérisée par une fored'osillateur très prohe de 1. Elle est aussi bien isolée des autres transitionsdu même alalins, et située dans le visible ou le prohe infra-rouge, à deslongueurs d'onde où l'on dispose de soures lasers aordables performantes(lasers à olorant, laser au saphir dopé titane ou laser semi-onduteur). Ellessont les transitions préférées des expérimentateurs de physique atomique etd'optique quantique.2.2 E�et du spin életronique : struture �neL'életron périphérique a un moment inétique de spin −̂→
S . Soit −̂→

J =
−̂→
L +

−̂→
S le moment inétique életronique total. L'invariane par rotation dusystème implique que les états propres de l'atome sont aussi veteurs propresde −̂→

J
2 ave la valeur propre J(J + 1)~2, et de Ĵz ave la valeur propre mj~.

τ est la liste des autres nombres quantiques néessaires à la aratérisationomplète de l'état. On a en outre J = l ± 1/2.Si l'on tient ompte de l'existene du moment magnétique de l'életronet des premières orretions relativistes à l'équation de Shrödinger, il estnéessaire d'ajouter à l'hamiltonien oulombien di�érents termes (voir [12℄p.1203), environ α2 fois plus petits que le terme oulombien. Le terme qui esten général le plus important est appelé "ouplage spin-orbite" HS0. Il vaut :
HS0 =

1

2m2c2
1

r

dV

dr

−̂→
L .

−̂→
S (9.11)On peut le omprendre lassiquement en onsidérant l'interation entre lemoment magnétique de l'életron et le hamp magnétique motionnel vu par



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 199l'életron en déplaement dans le hamp oulombien életrostatique. Cetteimage physique simple donne HS0 à un fateur 2 près. Dans le as des atomesalalins, les éléments de matrie deHS0 sont petits, et on peut déterminer leure�et par un alul de perturbation des niveaux |n, l,m >. La restrition de
HS0 au sous-espae sous tendu par les états dégénérés |nlm > orrespondantà une valeur donnée de n et de l peut s'érire :

HS0 = a
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) (9.12)Ce terme déplae les niveaux de la quantité a
2
(J(J + 1) − l(l + 1) − s(s+ 1)).Il n'a�ete pas les niveaux nS. Pour l ≥ 1, il y a deux valeurs possibles de

J , l ± 1/2, et les états propres s'érivent, omme pour l'hydrogène |n, l, J =
l ± 1/2, mj >. Ils ont pour énergie respetivement Enl + a~2l/2 et Enl −
a~2(l + 1)/2 et sont notés nAJ . L'éart énergétique entre es deux niveauxvaut don a~2(l + 1/2) et s'appelle intervalle de struture �ne. Il est d'au-tant plus grand que l'alalin est plus lourd : ainsi les raies de résonane desalalins sont en fait doubles (doublet de struture �ne). Pour le sodium, leslongueurs d'ondes des raies 3S1/2 − 3P1/2 et 3S1/2 − 3P3/2 sont respetive-ment égales à 589, 6nm et 589, 0nm. Pour le ésium, les longueurs d'ondesdes raies 6S1/2−6P1/2 et 6S1/2−6P3/2 sont respetivement égales à 890nmet 859nm. On remarque que la struture �ne est beauoup plus grande dansles alalins que pour les niveaux orrespondants de l'atome d'hydrogène.2.3 E�et du spin nuléaire : struture hyper�neLe noyau de l'atome a un moment inétique de spin −̂→

I , et un momentmagnétique assoié. Soit −̂→F =
−̂→
I +

−̂→
J le moment inétique total de l'atome.L'invariane par rotation du système implique que les états propres de l'atomesont veteurs propres de −̂→F 2 ave la valeur propre F (F + 1)~2, et de F̂z avela valeur propre mf~. F prend toutes les valeurs entières omprises entre

|J − I| et J + I.Le moment magnétique du noyau interagit ave le hamp magnétique réépar l'életron. Pour en rendre ompte, il est néessaire d'ajouter à l'hamilto-nien oulombien un terme dit de "ouplage hyper�n" HHF (voir [12℄ p.1237).La ontribution la plus importante à e terme vaut :
HHF = A

−̂→
I .

−̂→
S (9.13)



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 200Ce terme, dit "de ontat", dérit l'interation du moment magnétique despin de l'életron ave le hamp magnétique produit par le moment ma-gnétique du proton, et existant à l'intérieur de elui-i. Il est don non nulseulement à l'emplaement du proton. Son e�et sur les niveaux d'énergie peutêtre déterminé par un alul de perturbation des niveaux |n, l, J,mj >. Lesseuls états qui seront a�etés par le ouplage hyper�n sont eux ayant uneprobabilité de présene non nulle à l'emplaement du proton, 'est-à-dire lesétats S (de l = 0, don de J = 1/2). Ces niveaux se dédoublent en deuxniveaux aratérisés par les valeurs F = I − 1/2 et F = I + 1/2, ave unéart énergétique donné par :
∆EnS1/2

= A~
2(I +

1

2
) (9.14)Cette struture vaut 1,772GHz dans le sodium. Elle est don du même ordrede grandeur que dans l'hydrogène. Le taux d'émission spontanée du niveausupérieur vers le niveau inférieur de la struture hyper�ne est très faible, àause de la petitesse du fateur ω3 qui y �gure. On peut don onsidérer queles deux niveaux sont stables, et don la largeur naturelle de la transitionentre es deux niveaux est négligeable. C'est la raison pour laquelle es tran-sitions ont un grand intérêt pour la métrologie. En partiulier la transitionde struture hyper�ne du ésium sert à l'heure atuelle à dé�nir le Hz ou laseonde. On a par dé�nition de l'unité :

∆E(6S1/2F = 3 → F = 4) = 9192631770Hz (9.15)Lorsqu'on s'élève dans les niveaux, les strutures �nes et hyper�nes dé-roissent proportionnellement à n−3. Elles deviennent don de plus en plusdi�ilement observables.2.4 l'exemple du RubidiumLa �gure(9.2) donne la struture détaillée des niveaux d'énergie et deslongueurs d'onde de transition dans le Rubidium 87, un des alalins très uti-lisés par les expérimentateurs de physique atomique. Le niveau fondamental
5S (moment inétique orbital ℓ = 0, moment inétique de spin életronique
S = 1/2, moment inétique életronique total J = 1/2), est subdivisé en deuxniveaux de struture hyper�ne (moment inétique total de l'atome F = 0,
F = 1) à ause du moment inétique I = 3/2 de son noyau. L'éart entrees deux niveaux (6, 8GHz) est dans le domaine des miroondes. Le premier
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Fig. 9.2: Struture du niveau fondamental et du premier niveau életronique exitéde l'atome de Rubidiumniveau életronique exité 5P ((moment inétique orbital ℓ = 1) est subdi-visé en deux niveaux de struture �ne (moment inétique életronique total
J = 1/2 et J = 3/2), haun étant lui-même subdivisé en sous-niveaux destruture hyper�ne extrêmement prohes (817MHz entre les sous niveaux du
5P1/2, 72 157 et 267MHz respetivement entre les niveaux F = 0, 1, 2, 3 du
5P3/2. Les di�érents sous-niveaux du niveau 5S et du niveau 5P sont reliéspar des transitions optiques dans le prohe infra-rouge. Ils sont don aisémentexitables par un laser aordable à Titane-saphir. Les deux groupes de tran-sitions optiques (appelées D1 pour la transition 5S1/2 → 5P1/2 et D2 pourla transition 5S1/2 → 5P3/2) sont séparées de 14.8 nanomètres (intervalle destruture �ne). Il faut en�n prendre garde que haque niveau hyper�n de Fdonné est dégénéré et omporte 2F + 1 sous-niveaux Zeeman, dont ertainspeuvent être peuplés individuellement en utilisant des tehniques de pompageoptique, et dont on peut lever la dégénéresene en appliquant des hampséletriques ou magnétiques.



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 2023. Atomes à plusieurs életronsLa détermination des niveaux d'énergie des atomes omportant plus d'unéletron est très omplexe. L'hamiltonien du système s'érit :
Ĥat =

∑

i

(
p2

i

2m
− q2

4πε0ri

)
+
∑

i<j

q2

4πε0|~ri − ~rj |
+ V̂SO (9.16)Il tient ompte, en plus de l'attration que le noyau exere sur haque életronde position ~ri et d'impulsion ~pi, de la répulsion mutuelle entre eux-i, ainsique de l'ensemble des interations magnétiques de type spin-orbite entre lesspins életroniques et le hamp magnétique motionnel (terme V̂S0). En outre,l'indisernabilité des életrons doit être prise en ompte, sous la forme du"prinipe d'exlusion de Pauli", qui interdit l'existene de nombreux niveaux.Nous négligerons ii l'e�et sur les énergies des interations entre momentsmagnétiques des életrons, et entre les életrons et le moment magnétique dunoyau, qui est beauoup plus faible que les termes onsidérés ii.3.1 Approximation des életrons indépendantsUne première approximation onsiste à érire :

Ĥat =
∑

i

(
p2

i

2m
+ Ŵ (ri)

) (9.17)Les életrons sont indépendamment ouplés à un potentiel moyen entral
Ŵ (ri) qui englobe l'énergie életrostatique d'interation ave le noyau etl'énergie moyenne d'interation entre un életron donné et l'ensemble desautres életrons. Ce terme d'interation est déterminé par une approhe detype variationnelle qui minimise l'e�et des termes négligés dans l'hamiltonieninitial. On est don en présene de plusieurs "atomes à un életron", déritsdans la partie préédente par des états de type |nlm >, dont on ajoute lesénergies et multiplie les fontions d'onde. Le terme Ŵ (ri) hange évidem-ment lorsqu'on passe d'un atome à N életrons à l'atome suivant dans lalassi�ation périodique, à N + 1 életrons.Le prinipe de Pauli empêhe que l'on mette plus de deux életrons devaleur de ms égales à ±1/2 dans le même état életronique. On aura don 2életrons ns, 6 életrons np (2 valeurs de ms et 3 valeurs de ml) , 10 életrons
nd ... L'ensemble des életrons de l'atome est répertorié sous la forme d'une



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 203"on�guration". Par exemple la on�guration fondamentale (de plus basseénergie) du Néon (10 életrons) est formée de 2 életrons dans l'état 1s, 2dans l'état 2s, 6 dans l'état 2p, et s'érit 1s22s22p6. Toutes les "ouhes"sont oupées, et l'atome ainsi formé onstitue un système fortement lié, degrande énergie d'exitation et d'ionisation : 'est un gaz rare. Le sodium, à 11életrons, a une on�guration qui s'érit 1s22s22p63s : 'est un alalin. L'éle-tron rajouté est en présene d'un système très lié de 10 életrons qui formeun "oeur". Les niveaux exités du système global ne mettent en jeu que lesexitations de e dernier életron, et pas elles du oeur. C'est pourquoi l'ap-proximation d'atome à un életron est valable dans e as. Nous ne ferons pasdans e bref rappel la nomenlature des on�gurations des di�érents atomes,la onstrution de la lassi�ation périodique qui en résulte, et la préditiondes propriétés physiques des di�érents éléments. Cette disussion est faite endétail dans les ouvrages de physique atomique omme [?℄.3.2 E�et des interations entre életronsL'hamiltonien total du système atomique peut se mettre sous la forme :
Ĥat =

∑

i

(
p2

i

2m
+ Ŵ (ri)

)
+ V̂correl + V̂SO (9.18)ave

V̂correl =
∑

i

(
− q2

4πε0ri

− Ŵ (ri)

)
+
∑

i<j

q2

4πε0|~ri − ~rj|
(9.19)Ce terme dit de orrélation életronique dérit la partie des interation nonmagnétiques entre életrons qui n'a pas été prise en ompte dans le potentielmoyen Ŵ (ri). Les deux termes V̂correl et V̂SO sont d'importane relative va-riable selon les atomes. Leur prise en ompte est omplexe, ar ils ne peuventgénéralement pas être onsidérés tous deux omme de petites perturbations.Comme nous l'avons dit dans l'introdution, le problème possède une inva-riane par rotation globale autour du noyau, e qui entraîne que Ĥ ommuteave le moment inétique total :

−̂→
J =

∑

i

(−̂→
l i + −̂→s i

) (9.20)et don les niveaux de l'atome peuvent être répertoriés par les nombres quan-tiques J et mJ relatifs à e moment inétique total.



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 204Si le terme V̂SO est négligeable, il faut d'abord tenir ompte du seul e�etdes orrélations. L'hamiltonien résultant ommute ave le moment inétiqueorbital total de tous les életrons −̂→
L =

∑ −̂→
l i, ainsi qu'ave le moment i-nétique total de spin −̂→

S =
∑ −̂→s i. On peut répertorier les niveaux d'énergiepar les nombres quantiques S, mS , L, mL relatifs à es moment inétiques.Le terme V̂SO est ensuite traité omme une perturbation opérant sur es ni-veaux, et J prend toutes les valeurs omprises entre |L−S| et L+S. C'est le"ouplage L-S", dans lequel le niveau d'énergie est noté 2S+1[A]J (A prenantles valeurs S,P,D,F...). Les alalins sont dans e as, et le niveau fondamentaldu sodium doit s'érire en toute rigueur 1s22s22p6 2S1/2.Si le terme V̂correl est négligeable, il faut d'abord tenir ompte du seule�et des interations magnétiques de type spin-orbite. Le hamiltonien résul-tant est toujours une somme d'hamiltoniens à un életron et ommute avele moment inétique total de haque életron −̂→

J i =
−̂→
l i + −̂→s i. On peut ré-pertorier les niveaux d'énergie par les nombres quantiques j, mj de haqueéletron. Le terme V̂correl est ensuite traité omme une perturbation opérantsur es niveaux. C'est le "ouplage j-j", dans lequel le niveau d'énergie estnoté (j1, j2, ...)J .3.3 Atome d'HéliumL'hamiltonien s'érit dans le as de deux életrons :

Ĥat =
p2

1

2m
+

p2
2

2m
− q2

4πε0r1
− q2

4πε0r2
+

q2

4πε0|~r1 − ~r2|
+ V̂SO (9.21)Même en négligeant le terme de ouplage spin-orbite, il est impossible detrouver de manière rigoureuse les énergies propres d'un tel hamiltonien, etil faut utiliser des méthodes approhées (voir [11℄). Nous allons ii appliquerà titre d'exemple à e "problème à 3 orps" les approximations que nousvenons d'introduire (voir [12℄ p1406).A l'approximation des életrons indépendants, les on�gurations de l'hé-lium orrespondant à des états liés s'érivent (1s,nl). Les on�gurations (n'l',nl)où les deux életrons sont exités se trouvent avoir des énergies supérieuresà la première limite d'ionisation du système, où un életron est dans leontinuum et l'autre dans l'état fondamental 1s. Le ouplage entre l'étatdoublement exité et le ontinuum qui l'entoure donne lieu au phénomèned'auto-ionisation, qui déstabilise le niveau (voir [3℄ p. 37). La on�guration



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 205fondamentale est 1s2, qui n'est pas dégénérée, ar elle omporte en vertu duprinipe de Pauli, deux életrons de spins opposés. Les premières on�gu-rations exitées 1s2s et 1s2p ont une dégénéresene respetive de 4 et 12.Elles sont séparées du niveau fondamental par une énergie égale environ à
20, 6eV , don nettement plus grande que dans l'hydrogène (10, 2eV ).Si l'on tient ompte des interations entre életrons, le terme le plus im-portant pour l'hélium est le terme de orrélation életronique V̂correl. Lesnouveaux niveaux d'énergie, appelés termes spetraux, orrespondront alorsà des valeurs spéi�ques du moment inétique orbital total L des életrons,et de leur spin total S, addition de deux spins 1/2, et qui prend don les deuxvaleurs S = 0 ("état singulet", ou "para-hélium") et 1 ("états triplets", ou"ortho-hélium"). De la on�guration 1s2s sont issus deux termes spetrauxde L = 0 et de S = 0, 1, notés (1s2s)1S et (1s2s)3S. Il en est de même dela on�guration 1s2p, dont sont issus les termes (1s2p)1S et (1s2p)3S. Leslevées de dégénéresene dues à ette interation sont inférieures à 1eV.Si on ajoute les premiers e�ets relativistes, et en partiulier les ouplagesspin-orbite et les ouplages spin-spin, seul le moment inétique total J per-met de répertorier les niveaux ainsi obtenus, que l'on nommemultiplets, notés
2S+1AJ . Le niveau fondamental n'est formé que d'un seul multiplet de J = 0,noté (1s2)1S0. Il en est de même les termes issus de la on�guration 1s2s :
(1s2s)1S0 et (1s2s)3S1. Par ontre le terme 3P se sinde en trois sous-niveauxde di�érentes valeurs de J , notés (1s2p)3P0, (1s2p)3P1 et (1s2p)3P2. Les dis-tanes entre es multiplets sont beauoup plus faibles, de l'ordre de 10−4eV .4. E�et de hamps extérieurs sur les niveaux atomiquesNous allons maintenant voir quel est l'e�et sur l'atome d'un hamp éle-tromagnétique extérieur, traité omme une ontrainte qui n'est elle-mêmepas a�etée par son interation ave l'atome, et qui sera don traitée ommeune quantité lassique. Nous nous restreindrons ii au as simple d'un atomeà un életron et en négligeant les e�ets liés au spin du noyau.4.1 Champ magnétique statique : e�et ZeemanLe système formé d'un atome à un életron de oordonnées (r, θ, φ) enprésene d'un hamp magnétique statique ~B0, que nous supposerons alignéle long de l'axe Oz, est dérit par l'hamiltonien (voir [12℄ p839) :
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Ĥ = Ĥat + Ĥdip−mag + Ĥdiam (9.22)

Ĥdip−mag = −µB(L̂z + geŜz)B0 (9.23)
Ĥdiam =

q2B2
0r

2sin2θ

8m
(9.24)où µB = q~

2m
est le magnéton de Bohr, homogène à un moment magnétique,et ge le fateur gyromagnétique de l'életron qui a une valeur très prohe de2. Ĥdip−mag apparaît omme l'énergie magnétique dans le hamp extérieur dumoment magnétique total du système (orbital et de spin) ~M = µB(~L+ ge

~S).
Ĥdiam est un terme appelé "diamagnétique". Il provient du terme élevé auarré dans l'hamiltonien (~p− q ~A)2/2m. On peut l'interpréter omme lié à ladéformation de l'orbite életronique en présene du hamp extérieur. Pourdes hamps magnétiques pas trop intenses, e terme est négligeable devantle premier. En première approximation, nous traiterons le terme dipolairemagnétique omme une perturbation et nous négligerons le terme diamagné-tique.Nous avons vu que les états stationnaires d'un atome s'érivent |τ, j,mj >où τ est un ensemble de nombres quantiques. Les 2mj + 1 sous-niveaux(quali�és souvent de "sous-niveaux Zeeman") sont dégénérés en énergie, àause de l'invariane par rotation du système. Il faut don appliquer la théoriedes perturbations de niveaux dégénérés, 'est-à-dire à l'ordre le plus basdiagonaliser la perturbation dans le sous-espae de dégénéresene. On faitappel pour ela à l'important théorème de Wigner-Ekart, qui montre que larestrition de tout opérateur vetoriel −̂→A à un sous-espae sous-tendu par lesveteurs (|τ, j,mj >,mj = −j, ..., j) est proportionnelle à l'opérateur momentinétique −̂→J :

−̂→
A = ατ,j

−̂→
J (9.25)la onstante de proportionnalité ατ,j dépendant du sous-espae onsidéré. Lemoment magnétique total de l'atome, qui est un opérateur vetoriel, est donproportionnel à la projetion du moment inétique sur Oz et s'érit :

−̂→
M =

µB

~
gτ,j

−̂→
J (9.26)la onstante de proportionnalité, gτ,j s'appelant fateur de Landé. Il en ré-sulte que le terme Ĥdip−mag, proportionnel à Ĵz, est diagonal dans la base
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|τ, j,mj > : la dégénéresene en mj des niveaux d'énergie est levée (ommeon pouvait s'y attendre puisque le système ne possède plus l'invariane parune rotation quelonque autour de l'origine), haque sous-niveau Zeemanétant déplaé de la quantité µBgτ,jmjB0, proportionnelle à l'amplitude duhamp magnétique : 'est l'e�et Zeeman. Le fateur de Landé se alulegrâe à la formule :

gτ,j =
< τ, j,mj|−̂→M · −̂→J |τ, j,mj >

µB~j(j + 1)
(9.27)La valeur moyenne du produit salaire se alulant par une tehnique ana-logue à elle utilisée pour aluler < τ, j,mj |−̂→L ·−̂→S |τ, j,mj > pour déterminerles déplaements de struture �ne (paragraphe 2.2).Le alul préédent n'est valable que si le déplaement Zeeman des ni-veaux est petit devant l'intervalle de struture �ne. Pour des valeurs plusgrandes du hamp magnétique, il faut diagonaliser l'hamiltonien d'intera-tion dipolaire magnétique dans le sous-espae sous-tendu par l'ensemble desniveaux de struture �ne, et on n'a plus une simple dépendane linéaire dudéplaement par rapport au hamp magnétique.L'approhe présentée ii est valable même si le hamp magnétique estinhomogène, pourvu qu'il varie peu sur des distanes de l'ordre de la taille del'édi�e atomique. On obtient alors des déplaements énergétiques µBgτ,jmjB0(~Rat), où ~Rat est la position du noyau de l'atome. Tout se passe omme si l'atomedans son ensemble était soumis à une fore extérieure

~F = −µBgτ,jmj
~grad
(
B0(~Rat)

) (9.28)C'est ette fore qui est utilisée dans la élèbre expériene de Stern et Ger-lah. D'une manière générale, elle aura pour e�et d'attirer l'atome vers lespoints de l'espae où le module du hamp magnétique est maximal ou mi-nimal, selon le signe de mj et de gτ,jB0(~Rat). C'est le prinipe des piègesmagnétiques à atomes, qui sont très utilisés dans les expérienes de physiqueatomique, en partiulier pour la prodution de ondensats de Bose-Einstein.Si on utilise deux bobines identiques parourues par des ourants irulanten sens inverse, on obtient un dispositif piégeant les états de mj stritementpositif autour du point de hamp nul équidistant des entres des deux bo-bines. En e point les di�érents sous-niveaux Zeeman sont dégénérés, et il y aune probabilité non-nulle de transition entre niveau piégeant et non-piégeant.



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 208Par des on�gurations de ourants plus omplexes (piège de Io�é-Prithard)on peut obtenir un e�et de piégeage autour d'un point de hamp non nul, oùet inonvénient n'existe pas.4.2 Champ életrique statique : e�et StarkOn onsidère maintenant le système formé d'un atome à un életron deoordonnées (r, θ, φ) en présene d'un hamp életrostatique ~E0, que noussupposerons aussi aligné le long de l'axe Oz. Il est dérit par l'hamiltoniendipolaire életrique :
Ĥ = Ĥat − D̂zE0 (9.29)où ~̂

D = q~̂r est le moment dipolaire életrique de l'atome. L'opérateur ~̂rhangeant de signe dans un symétrie par rapport à l'origine, tout élémentde matrie de et opérateur entre états possédant la même parité dans ehangement est nul. Rappelons que ette parité n'est liée qu'au momentinétique orbital, et oïnide ave la parité du nombre entier l.Nous nous intéressons seulement au régime des hamps faibles, où l'onpeut traiter le terme dipolaire életrique omme une perturbation agissantsur un niveau de struture �ne donné. Prenons tout d'abord le as d'unatome qui n'est pas l'atome d'hydrogène, et où les niveaux de valeurs de ldi�érentes sont non-dégénérés. Au premier ordre de la théorie des perturba-tions, le déplaement des niveaux s'obtient en diagonalisant la restrition del'hamiltonien dipolaire életrique au sous-espae sous-tendu par les veteurs
|n, l, j,mj >,mj = −j, ..., j qui sont tous de même parité : ette restritionest don nulle, et il faut don aller au seond ordre de la théorie des pertur-bations pour trouver un résultat non nul : le déplaement des niveaux sousl'e�et d'un hamp életrostatique est don quadratique en E0. Il y a donapparition d'une polarisabilité statique de l'atome, e qui n'est pas étonnantpuisque l'atome ne possède de dip�le moyen dans auun de ses états propres.Le alul détaillé du déplaement montre en outre qu'il ne dépend que de
m2

j , et ne lève don pas totalement la dégénéresene des niveaux atomiques,à la di�érene de l'e�et Zeeman : le hamp életrique brise la symétrie parrotation, mais non pas l'invariane par renversement du sens du temps, res-ponsable d'une dégénéresene double des niveaux d'énergie (dégénéresenede Kramers [16℄).La situation est di�érente pour l'hydrogène, et pour des déplaements de



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 209niveaux grands devant la struture �ne : il faut en e�et diagonaliser dans eas la restrition de l'hamiltonien dipolaire életrique au sous-espae sous-tendu par les veteurs |n, l,m >,mj = −l, ...l, qui ontient des veteursd'états des deux parités. On obtient alors un e�et Stark linéaire en E0 (voir[11℄, p.228), [12℄ p. 1267). Ce phénomène est liée à la symétrie supplémen-taire de et atome : lassiquement, les orbites életroniques sont des ellipsesd'exentriité non nulle, pour lesquelles la position de l'életron moyennée surune révolution n'est pas l'origine. Ces orbites ont don un dip�le életriquepermanent, parallèle au veteur de Runge-Lenz, dont l'énergie d'interationave le hamp életrostatique varie linéairement ave elui-i.Ii aussi, le problème peut s'étendre au as de hamps inhomogènes, qui,omme pour l'e�et Zeeman, induisent des fores sur les atomes, et qui sontutilisées pour les dévier. Malheureusement, on peut montrer que l'amplituded'un hamp életrostatique ne présente pas d'extrema dans l'espae vide deharges : on ne peut don pas faire de piège à atome purement életrostatique.4.3 Champ életromagnétique osillantCe problème est traité en détail dans le ours "Photons et Atomes".Lorsque la longueur d'onde λ du hamp életromagnétique, de pulsation ω,est grande devant la taille aratéristique de l'atome, on peut faire l'approxi-mation dipolaire életrique, et négliger l'e�et du hamp magnétique de l'onde,e qui revient à utiliser l'hamiltonien dipolaire életrique utilisé pour l'e�etStark. Pour des puissanes modérées de l'onde életromagnétique, on peututiliser la théorie des perturbations dépendant du temps au premier ordre.Les transitions entre niveaux |a > et |b > qui sont suseptibles d'être in-duites par ette onde doivent satisfaire d'une part à la ondition de Bohr(|Ea − Eb| = ~ω, et d'autre part à un ensemble de règles de séletion, quidonnent les niveaux pour lesquels il existe entre es niveaux un élément dematrie non nul de ~̂
D · ~ε, où ~ε est le veteur unitaire de polarisation duhamp utilisé. Comme nous l'avons vu dans la partie préédente, |a > et

|b > doivent don être en partiulier de parité opposées, et don les valeursorrespondantes des entiers l et l′ aratérisant es deux états doivent être deparités di�érentes. De plus le aratère vetoriel du dip�le atomique imposedes onditions plus restritives qui dépendent de la omposante du dip�leonernée, don de la polarisation ~ε de l'onde utilisée.- Pour une onde "π", 'est-à-dire de polarisation linéaire parallèle à l'axe
Oz (elui qui a permis d'introduire l'opérateur Ĵz et ses états propres), il n'y



9. ANNEXE : ELEMENTS SUR LA STRUCTURE DES ATOMES 210de transition qu'entre états |n, l, J,mj > que si :
∆n quelconque, ∆l = ±1, ∆J = 0,±1 ∆mj = 0 (9.30)la transition J = 0 → J ′ = 0 étant exlue.- Pour une onde "σ+" (resp. "σ−") , 'est-à-dire de polarisation irulairetournant dans le sens positif (resp. négatif) autour de l'axe Oz, et quelleque soit la diretion de propagation de l'onde (attention, il ne s'agit pas despolarisation droites et gauhe habituelles, qui sont dé�nies par rapport à ladiretion de propagation de l'onde), il n'y de transition que si :

∆n quelconque, ∆l = ±1, ∆J = 0,±1, ∆mj = 1 (resp. ∆mj = −1)(9.31)Si on s'intéresse aux transitions entre sous-niveaux hyper�ns, il faut yajouter la ondition ∆F = 0,±1 et remplaer la ondition sur les ∆mjdépendant de la polarisation par la ondition équivalente sur les ∆mF .Les mêmes règles de séletion s'appliquent évidemment à l'émission spon-tanée, et limitent don les anaux de désexitation d'un atome exité. En par-tiulier, dans ertains atomes le premier état exité s, de l=0, n'a pas d'autreniveau situé plus bas dans l'éhelle des énergies que le niveau fondamental,de l = 0 lui aussi : il n'y a alors pas de désexitation possible par transitiondipolaire életrique au premier ordre de la théorie des perturbations : esniveaux se désexitent par des anaux di�érents, moins e�aes, et ont donune très longue durée de vie. on les quali�e de niveaux métastables. C'est enpartiulier le as du niveau singulet (1s2s)1S0 de l'Hélium, dont la durée devie est supérieure à la seonde, et du niveau 2S1/2 de l'hydrogène, dont ladurée de vie est de 0, 14s. Dans e dernier as, il existe un niveau P inférieur,à ause du Lamb shift, mais il est très près du niveau S, et le taux d'émissionspontanée orrespondant est négligeable. Ces niveaux métastables se désex-itent par émission spontanée à deux photons, que l'on alule en poussantle alul perturbatif à l'ordre suivant.



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ
Annexe rédigée ave David Guéry-OdelinEn Méanique Quantique, on sait qu'un système isolé, ou bien un sys-tème soumis à des ontraintes extérieures �xes, qui ne sont pas a�etées parl'évolution du système, est dérit par un veteur d'état. Mais es situationssont loin de reouvrir toutes elles que l'on renontre en physique. Commentdérire un système qui a interagi ave un autre, puis s'en est séparé, ou bienun système présentant dans sa préparation ou son évolution des éléments�utuants, néessitant l'utilisation de moyennes statistiques, ou bien enoreun système qui n'est qu'une petite partie d'un ensemble plus important ?L'opérateur, ou matrie, densité est l'outil qui permet de dériretoutes es situations. Nous l'introduirons tout d'abord sur des systèmes dits"purs" pour lesquels la desription en termes de fontion d'onde est aussipossible, puis nous l'étendrons aux autres situations.1. Cas pur1.1 Veteur d'étatPar dé�nition, dans un as pur, la desription du système se fait grâe àun veteur d'état que nous développons ii sur la base des {|un〉}, veteurspropres d'une observable donnée M̂ :

|ψ(t)〉 =
∑

n

cn(t)|un〉 ave ∑

n

|cn(t)|2 = 1.Lorsqu'on mesure la quantité M , on obtient omme résultat la valeur propre
an de l'opérateur M̂ ave la probabilité |cn|2. Les oe�ients cn sont des am-plitudes de probabilité. En vertu du prinipe de superposition, es amplitudes



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 212de probabilité peuvent interférer, une aratéristique qui n'a pas d'équivalenten physique lassique.L'évolution temporelle du veteur d'état est donnée par l'équation deShrödinger :
i~
d

dt
|ψ(t)〉 = Ĥ(t)|ψ(t)〉,où Ĥ(t) est l'hamiltonien du système. La valeur moyenne 〈Â〉 d'un opérateurquelonque Â est :

〈Â〉 =
∑

n,p

c∗ncp〈un|Â|up〉 =
∑

n,p

c∗ncpAnp1.2 Opérateur densitéL'opérateur densité est dé�ni par :
ρ̂(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)|.C'est l'opérateur hermitien de projetion sur l'état dérivant le système. Re-marquons immédiatement que l'arbitraire de phase de la fontion d'ondedisparaît pour l'opérateur densité.Les éléments de matrie de et opérateur valent :

ρnp = 〈un|ρ̂|up〉 = c∗ncp (10.1)La valeur moyenne d'un opérateur Â s'exprime simplement grâe à l'opé-rateur densité :
〈Â〉 =

∑

n,p

c∗ncpAnp =
∑

np

ρpn〈un|Â|up〉 =
∑

p

〈up|ρ̂(t)Â|up〉 = Tr(ρ̂(t)Â).Remarquons que la valeur moyenne dépend linéairement de ρ̂, alors qu'elledépendait quadratiquement du veteur d'état.Il est élémentaire d'établir les propriétés suivantes de la matrie densitépour un as pur :
Trρ̂(t) = 1 onservation de la probabilité totale,
〈Â〉(t) = Tr(Âρ̂(t)) = Tr(ρ̂(t)Â) valeur moyenne,
i~
d

dt
ρ̂(t) = [Ĥ(t), ρ̂(t)] évolution temporelle,

ρ̂†(t) = ρ̂(t) opérateur hermitien,
ρ̂2(t) = ρ̂(t) opérateur de projetion (10.2)



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 213Considérons le as partiulier où Ĥ est indépendant du temps. Il est utilede déomposer le veteur d'état sur la base des états propres |un〉 de ethamiltonien. Les oe�ients cn de la déomposition évoluent alors dans letemps sous la forme cn(0)e−iEnt/~. On a don :
ρnn(t) = cn(t)cn(t)∗ = cn(0)cn(0)∗ = ρnn(0) (10.3)
ρnp(t) = cn(t)cp(t)

∗ = ρnp(0)e−i(En−Ep)t/~ (10.4)Les termes diagonaux (appelés "populations") ρnn sont onstants, et lestermes non-diagonaux (appelés "ohérenes") ρnp ave n 6= p osillent dansle temps à la fréquene de Bohr de la transition entre les deux niveaux onsi-dérés.Exemple : Spin 1/2Le veteur d'état est de la forme :
|ψ〉 = cos

θ

2
e−iϕ/2|+〉z + sin

θ

2
eiϕ/2|−〉z.Cet état est aussi l'état propre |+〉~u de la projetion du moment inétiquesur le veteur unitaire ~u de oordonnées polaires (θ, φ) ave la valeur propre

+~/2. L'opérateur spin s'érit Ŝ = ~~σ/2, où ~σ est l'opérateur vetoriel formédes trois matries de Pauli, et par suite 〈 ~̂S〉 = ~~u/2. On alule failementl'expression de la matrie densité qui lui est assoiée :
ρ̂(θ, ϕ) = |ψ〉〈ψ| =

(
cos2 θ

2
cos θ

2
sin θ

2
e−iϕ

cos θ
2
sin θ

2
eiϕ sin2 θ

2

)2. Cas d'un système ompositeConsidérons le as d'un système omposite, onstitué de deux parties (1)et (2) qui peuvent être distinguées par des mesures que l'on peut faire sur lapartie (1) sans a�eter la partie (2) (ou inversement). C'est le as notammentde deux partiules (atomes, photons, ...) issues d'une soure ommune, ouqui ont interagi pendant un intervalle de temps donné, et qui se séparentphysiquement ensuite, de façon su�sante pour que les appareils de mesuresintroduits sur une partie n'interagissent pas physiquement ave l'autre partie.



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 2142.1 Notion de trae partielleL'espae de Hilbert de e système est le produit tensoriel des deux espaesde Hilbert E = E(1)⊗E(2) de haune des parties. Soient {|un(1)〉} une basede E(1) et {|vp(2)〉} une base de E(2). L'opérateur densité ρ̂12 dérivant unétat pur du système omposite est don un opérateur agissant dans et espae
E . On dé�nit alors la trae partielle de l'opérateur densité par :

ρ̂(1) = Tr2ρ̂12 =
∑

p

〈vp(2)|ρ̂12|vp(2)〉.Elle permet d'obtenir non pas un nombre, mais un opérateur agissant unique-ment dans l'espae E(1). Elle est di�érente de la trae globale de l'opérateur,donnée par :
Trρ̂12 = Tr1(Tr2ρ̂12) = Tr2(Tr1ρ̂12) =

∑

np

〈un(1), vp(2)|ρ̂12|un(1), vp(2)〉.Cherhons maintenant à aluler la valeur moyenne d'un opérateur qui n'agitque sur l'espae (1) : Â(1) = Â(1) ⊗ I(2).
〈Â(1)〉 = Tr{ρ̂12Â(1)}

=
∑

n,p,n′,p′

〈un(1), vp(2)|ρ̂12|un′(1), vp′(2)〉〈un′(1), vp′(2)|Â(1) ⊗ I(2)|un(1), vp(2)〉

=
∑

n,n′

[∑

p

〈un(1), vp(2)|ρ̂12|un′(1), vp(2)〉
]
〈un′(1)|Â(1)|un(1)〉

= Tr1(ρ(1)Â(1)). (10.5)Pour aluler la valeur moyenne de et opérateur, on n'a don pas besoin deonnaître l'état du système total, mais uniquement la matrie densité réduite
ρ̂(1), trae partielle de la matrie densité totale, et qui agit uniquement dansl'espae de Hilbert du système (1). Il est faile de voir que toutes les règlesénonées à la �n de (1.2) restent valables pour la matrie densité réduite(trae, valeur moyenne, évolution, hermitiité) sauf la dernière : on a main-tenant : ρ̂(1)2 6= ρ̂(1). La matrie densité réduite n'est plus un projeteur.En onlusion, si un système quantique est "momentanément" isolé, mêmes'il a interagi préédemment ave un autre système et possède des orrélationsave et autre système, on peut aluler tous les résultats de mesure relatifsà e système à l'aide d'un objet aratérisant uniquement e sous-système :



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 215'est la matrie densité réduite, qui n'est plus un opérateur de projetion surun état quantique déterminé. Cet objet "loal" du système (1) ne peut évi-demment pas nous renseigner sur les orrélations qui existent éventuellemententre les systèmes (1) et (2), pour lesquelles les renseignements supplémen-taires sur le système ontenus dans le veteur d'état (ou la matrie densité)global sont indispensables.2.2 Notion d'intriationOn dira que le système omposite est dans un état intriqué ("entangledstate") si la fontion d'onde du système |ψ〉 ∈ E ne peut pas se mettre sous laforme d'un produit tensoriel de deux fontions d'onde appartenant à haundes sous espaes :
|ψ〉 6= |ψ(1)〉 ⊗ |ψ(2)〉 (10.6)Si le système est dans un état produit tensoriel, une mesure sur sa partie(1) projettera l'ensemble du veteur d'état sur l'état propre orrespondant,et ette opération de "rédution du paquet d'onde" n'a�etera pas la partie

|ψ(2)〉 de l'état, don les résultats des mesures e�etuées sur la partie (2) : lesmesures sur les parties (1) et (2) sont déorrélées. En revanhe, si le systèmeest dans un état intriqué, la rédution du paquet d'onde ayant lieu lors d'unemesure sur la partie (1) modi�era aussi les résultats de mesure e�etués surl'autre partie, même si les deux parties sont physiquement omplètementindépendantes au moment de la mesure. Dans un état intriqué, on a de trèsfortes orrélations entre les mesures e�etuées sur les parties (1) et (2).Un état intriqué est toujours une superposition d'états séparables (dé-omposition de Shmidt) :
|ψ〉12 =

∑

n,p

cn,p|un(1)〉 ⊗ |vp(2)〉.où les di�érents veteurs |un(1)〉 sont orthogonaux entre eux, de même queles veteurs |vp(2)〉.Exemple : État singulet d'un système de deux spins 1/2 :
|0, 0〉 =

1√
2
(|+,−〉 − |−,+〉)Les mesures de la omposante selon Oz du moment inétique de haune desparties donnent des résultats aléatoires, mais toujours opposés pour les deux



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 216parties : il y a orrélation totale entre les mesures e�etuées sur les deuxsous-parties, même si elles-i sont très séparées au moment de la mesure.Comme l'état singulet est de moment inétique total nul, il est invariant parn'importe quelle rotation autour de l'origine, et don une telle orrélationtotale existe pour des mesures de la omposante du moment inétique selonn'importe quelle diretion.La matrie densité réduite qui dérit l'une des sous-parties est faile à al-uler : on trouve que 'est l'opérateur identité divisé par deux. Cette matriedensité rend bien ompte du fait que les mesures de Ŝz donnent les résultats
±1/2 ave des probabilités égales, mais ne rend pas ompte des orrélationsave l'autre sous-système.Il est possible de quanti�er le degré d'intriation d'un système omposited'une manière intrinsèque, 'est-à-dire par une mesure qui soit invariantesous l'e�et de transformations unitaires internes aux espaes de Hilbert E(1)et E(2). Nous renvoyons le leteur intéressé au ours du Collège de Frane deSerge Harohe (2001-2002)[17℄.3. Mélange statistique3.1 IntrodutionComme en physique lassique, il existe en physique quantique de nom-breuses situations où l'on n'est pas en mesure de spéi�er ave ertitudel'état du système préparé. On peut simplement dire qu'on a préparé l'unquelonque des états |ψi〉 (i = 1, ..., P ) ave une probabilité pi. L'aspet sta-tistique qui s'introduit ii est de nature lassique : il est lié à l'imperfetionde la préparation du système, et non pas à l'inertitude quantique fonda-mentale qui existe même si le système initial est parfaitement déterminé. Lesrésultats des mesures e�etuées sur e système vont don re�éter la doubleinertitude, lassique et quantique, du problème.La valeur moyenne d'une observable Â mesurée dans de telles onditionssera égale à :

〈Â〉 =
P∑

i=1

pi〈ψi|Â|ψi〉 =
P∑

i=1

piTr(ρiÂ) = Tr(ρmÂ) (10.7)Le "mélange statistique d'états" peut don être dérit, ave la même règle dealul pour les valeurs moyennes que pour les as purs, par la matrie densité



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 217"moyenne" des di�érentes matries densité possibles du système :
ρm =

P∑

i=1

piρi. (10.8)3.2 Superposition d'états et mélange statistiqueIl est important de bien saisir la di�érene entre deux objets au premierabord bien prohes :� la superposition ohérente d'états quantiques, dérite par le veteurd'état :
|Ψsuperp〉 =

∑

i

√
pie

iφi |ψi〉 (10.9)ou la matrie densité :
ρsuperp =

∑

i,j

√
pipje

i(φi−φj)|ψi〉〈ψj | (10.10)� et le mélange statistique, dérit par la matrie densité :
ρstat =

P∑

i=1

piρi (10.11)qui est la "partie diagonale" de la matrie densité préédente.La valeur moyenne d'une observable Â s'érit dans les deux as :
〈Â〉superp =

∑

i,j

√
pipje

i(φi−φj)〈ψj|Â|ψi〉 〈Â〉stat =
∑

i

pi〈ψi|Â|ψi〉.Ces deux objets donnent don la même valeur moyenne à toute observablediagonale sur les états |ψi〉. Ils donnent en revanhe des résultats très dif-férents pour la valeur moyenne d'observables dont les éléments de matrieentre états |ψi〉 di�érents sont non nuls. La phase φi de la superposition jouealors un r�le déterminant dans la valeur moyenne de la mesure.Les superpositions ohérentes d'états se renontrent souvent dans les pro-blèmes de physique mirosopique, et on en a vu de nombreux exemplesdans e ours. Par ontre, es superpositions deviennent étranges, voire para-doxales, dès lors qu'on superpose des états marosopiques : le "hat de Shrö-dinger", superposition d'un hat vivant et d'un hat mort, en est l'exemple



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 218le plus élèbre. Une telle superposition ne s'observe pas dans la vie de tousles jours (même s'il semble di�ile de trouver une observable présentant unélément de matrie non nul entre l'"état" hat mort et l'"état" hat vivant).Il n'y a en revanhe pas de problème à onsidérer un mélange statistiqued'objets marosopiques di�érents.Pourquoi ? La réponse à ette question a fait l'objet de nombreuses études[18℄, que l'on peut résumer omme suit : un système marosopique n'est pasgénéralement un système fermé ('est partiulièrement vrai pour un hat). Ilinteragit de manière dissipative ave son environnement, et a de e fait uneévolution irréversible. Si le système est initialement dans une superpositionohérente d'états, on montre que l'interation ave l'environnement onduità une déohérene de ette superposition initiale, onduisant à un état �nalqui est un mélange statistique.Le passage de la superposition ohérente au mélange statistique résultede la trae sur les états non observés de l'environnement. Le temps araté-ristique de déohérene dépend de manière ritique de la taille du système.Pour des objets marosopiques, la déohérene est presque instantanée. Ala �n de es notes, on trouvera un petit modèle de relaxation des ohérenesde la matrie densité d'un système S ouplé à un réservoir R.3.3 Propriétés et exemplesPour un mélange statistique,� ρ est hermitien : ρ = ρ†. Il peut don toujours être diagonalisé et deplus ses valeurs propres sont positives (λi ≥ 0).� Trρm =
∑

i pi = 1� ρm n'est plus néessairement un projeteur ρ2
m 6= ρm, et Trρ2

m ≤ 1. Ene�et, Tr(ρ2
m) =

∑
i p

2
i ≤ ∑

i pi = 1. Tr(ρ2) = 1 est équivalent à direque le système est un as pur.� Evolution temporelle :
ρm =

∑

i

piρi =⇒ i~
dρm

dt
= [H, ρm] (10.12)On en déduit omme plus haut que les populations sont indépendantesdu temps, et que les ohérenes "tournent" dans le plan omplexe à lafréquene de Bohr entre les deux niveaux onsidérés.� ρkk ≥ 0 quelle que soit la base. En e�et, ρkk = Tr(ρ|k〉〈k|) est laprobabilité d'être dans l'état k : ρkk =

∑
i pi|〈ψi|k〉|2 ≥ 0.



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 219� |ρij|2 ≤ ρiiρjj (inégalité de Shwartz). Pour la démontrer, il su�t deremarquer que 〈ψ|ρ|ψ〉 ≥ 1 ave |ψ〉 = |ψi〉 + η|ψj〉.Toutes les propriétés démontrées pour un as pur subsistent don, à l'ex-eption du aratère de projeteur de l'opérateur densité.3.4 Exemples1. Équilibre thermodynamiquePour obtenir l'opérateur densité ρ̂ d'un système en équilibre thermody-namique, soumis à un ertain nombre de ontraintes, on postule en méa-nique statistique que ρ̂ dérit un état qui ne ontient pas plus d'informationque elles fournies par les ontraintes. Il faut don pouvoir assoier à ρ̂ unequantité aratérisant l'information manquante dans l'état dérit par ρ̂ puisdéterminer ρ̂ en maximisant ette information manquante, ompte tenu desontraintes. L'entropie statistique de Von Neumann aratérise préisémentette information manquante dans l'état dérit par ρ̂. Toute notre onnais-sane du système quantique onsidéré est don fournie par l'opérateur matriedensité ρ̂ (hermitien, semi-positif et de trae unité). Diagonalisons la matriedensité ρ̂ sous la forme :
ρ̂ =

∑

m

pm|ϕm〉〈ϕm| avec 〈ϕm|ϕp〉 = δpm,et pm ≥ 0, ∑m pm = 1. Remarquons que plusieurs pm peuvent être égauxdu fait de dégénéresene. Von Neumann introduit l'entropie statistique S(ρ̂)assoiée à ρ̂ :
S(ρ̂) = −kB

∑

m

pmLogpm = −kBTr(ρ̂Logρ̂).Ainsi pour un système quantique en équilibre thermique ave un thermo-stat à la température T la matrie densité est :
ρ̂ =

1

Z
e−Ĥ/kBToù Z = Tr(e−Ĥ/kBT ) est la fontion de partition du système. Il en résulteque ρnn = 1

Z
e−En/kBT et ρnp = 0.



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 2202. Mélange statistique non polarisé d'états d'un spin 1/2Considérons un mélange statistique d'états d'un spin 1/2 états propresave la valeur propre +1/2 de la projetion du moment inétique sur unveteur unitaire de diretion aléatoire, pointant de manière équirépartie danstoutes les diretions de l'espae. Il s'agit d'un état qui ne possède pas dediretion privilégiée (état non polarisé), qui va être dérit par la matriedensité :
ρ̂ =

1

4π

∫
dΩρ(θ, ϕ) =

1

4π

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θρ(θ, ϕ) =

(
1/2 0
0 1/2

)La moyenne angulaire a brouillé les ohérenes, et l'on n'est plus dans un aspur puisque ρ̂2 = ρ̂/2. On véri�e que 〈Si〉 = 0 pour i = x, y, z.Remarquons qu'on peut obtenir la même matrie densité, et don aboutiraux mêmes résultats de mesure, ave d'autres mélanges statistiques, ommeun mélange de 50% de spins |+1/2〉 dans la diretion Oz et de 50% de spins
| − 1/2〉 dans la diretion Oz.Un tel mélange statistique est l'analogue pour le spin 1/2 de la lumière dé-polarisée, ou naturelle, mélange d'états de polarisation linéaire de diretionséquiréparties dans le plan transverse à la propagation.3. Spins 1/2 à l'équilibre thermodynamique dans un hamp magnétiquestatiqueL'hamiltonien du système s'érit :

Ĥ = −M.B0 = −γB0Ŝz = ω0Ŝz.Si le système est à l'équilibre thermodynamique, il a une probabilité e−~ω0/2kBT/Zd'être dans l'état |+〉 et e~ω0/2kBT/Z d'être dans l'état |−〉. D'où :
ρ̂ =

1

Z

(
e−~ω0/2kBT 0
0 e~ω0/2kBT

)
.où Z = 2ch(~ω0/2kBT ). La nullité des éléments non diagonaux revient àdire que toutes les diretions perpendiulaires à B0 (repérées par ϕ) sontéquivalentes : 〈Sx〉 = 〈Sy〉 = 0. De plus :

〈Ŝz〉 = Tr(ρ̂Ŝz) = −~

2
th( ~ω0

2kBT

)
.



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 221Le spin aquiert une polarisation moyenne parallèle au hamp dans lequelil est plongé, d'autant plus grande que B0 est plus grand et que T est pluspetit.4. Modèle simple de relaxation des ohérenes4.1 Établissement de l'équation piloteNous allons établir une équation pilote dérivant la relaxation d'un sys-tème S ouplé à un réservoir R. L'hamiltonien du système est la somme d'unhamiltonien du système, du réservoir, et d'un terme d'interation :
H = HS +HR +HSROn hoisit une forme partiulière du terme d'interation, qui permet demener des aluls simples, et qui de plus se renontre souvent dans les asréels. Il s'agit d'un terme qui est le produit d'une observable S du systèmeet d'une observable R du réservoir : HSR = S.R. L'équation du mouvementde l'opérateur densité ρSR du système global S + R est :
i~
d

dt
ρSR = [H, ρSR]. (10.13)Nous déduirons de (10.13) l'équation d'évolution de l'opérateur densité réduitrelatif au seul système S : ρS(t) = TrRρSR(t). On peut utiliser la représen-tation d'interation pour isoler le r�le du terme de ouplage HSR :

ρ̃SR(t) = ei(HS+HR)t/~ρSR(t)e−i(HS+HR)t/~

S̃(t) = eiHSt/~Se−iHSt/~

R̃(t) = eiHRt/~Re−iHRt/~A partir de (10.13) on déduit :
i~
d

dt
ρ̃SR = [S̃(t)R̃(t), ρ̃SR]. (10.14)Nous faisons les trois hypothèses suivantes sur l'état initial :(i) Il y a fatorisation initiale de l'état :
ρSR(0) = ρS(0)ρR(0)



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 222(ii) Le réservoir est initialement dans un état stationnaire :
[ρR(0), HR] = 0(iii) La valeur moyenne des observables du réservoir est nulle :

〈R〉 = Tr[RρR(0)] = 0La solution de (10.14) peut s'érire sous forme intégrale :
ρ̃SR(t) = ρ̃SR(0) +

1

i~

∫ t

0

dτ [S̃(t− τ)R̃(t− τ), ρ̃SR(t− τ)] (10.15)En reportant (10.15) dans (10.14), on obtient
d

dt
ρ̃SR(t) =

1

i~
[S̃(t)R̃(t), σ̃S(0)σ̃R(0)]

− 1

~2

∫ t

0

dτ [S̃(t)R̃(t), [S̃(t− τ)R̃(t− τ), ρ̃(t− τ)]] (10.16)Prenons la trae des deux membres de l'équation(10.16) sur le réservoir.Compte tenu des hypothèses sur l'état initial, le premier terme du deuxièmemembre de (10.16) donne une ontribution nulle et on obtient :
d

dt
ρ̃S(t) = − 1

~2

∫ t

0

dτTrR

{
[S̃(t)R̃(t), [S̃(t− τ)R̃(t− τ), ρ̃(t− τ)]]

}
. (10.17)Jusqu'ii, auune approximation n'a été faite. Pour aller plus loin, il faut enfaire maintenant.(i) Dans le deuxième membre de (10.17), on va érire :

ρ̃SR ≃ ρ̃S(t− τ)ρR(0). (10.18)On néglige ainsi les orrélations entre S et R à l'instant t− τ et on néglige lavariation de l'état du grand réservoir entre 0 et t− τ sous l'e�et du ouplageave le petit système (la vitesse de variation de l'équation (10.17) est en e�etdéjà d'ordre 2 par rapport au ouplage HSR). Notons ependant qu'on tientompte des orrélations entre S et R qui apparaissent entre t et t− τ et quidéterminent dρ̃S(t)/dt. En reportant (10.18) dans (10.17), et en expliitantle double ommutateur, on obtient
d

dt
ρ̃S(t) = − 1

~2

∫ t

0

dτ〈R̃(t)R̃(t− τ)〉R
{
S̃(t)S̃(t− τ)ρ̃s(t− τ) − S̃(t− τ)ρ̃s(t− τ)S̃(t) + h.c.

} (10.19)
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〈R̃(t)R̃(t− τ)〉R = TrR

{
ρR(0)R̃(t)R̃(t− τ)

}
. (10.20)Le réservoir n'apparaît plus dans l'équation d'évolution opératorielle (10.19)de ρ̃S(t) que par l'intermédiaire des moyennes à deux temps (10.20). Onsuppose que le spetre des fréquenes apparaissant dans l'évolution de R̃ esttrès large (e qui est naturel puisque R est un réservoir). Il s'ensuit que lesfontions (10.20), qui ne dépendent que de τ (réservoir stationnaire), ontune largeur en τ très petite. Cette largeur τc est par dé�nition le temps deorrélation du réservoir.(ii) La présene de moyennes à deux temps (10.20) dans (10.19) limite lesvaleurs de τ dans l'intégrale à des valeurs de l'ordre de τc. Si τc est très ourtdevant le temps d'évolution de ρ̃S , on peut poser ρS(t− τ) ≃ ρS(t).En repassant au point de vue de Shrödinger, et en remplaçant t par +∞ar t≫ τc, on obtient alors l'équation d'évolution de ρS(t) suivante, appeléeéquation pilote :

d

dt
ρS(t) =

1

i~
[HS, ρS(t)] − 1

~2

∫ ∞

0

dτ〈RR̃(−τ)〉R
{
SS̃(−τ)ρS(t) − S̃(−τ)ρS(t)S

}

− 1

~2

∫ ∞

0

dτ〈RR̃(−τ)〉R
{
ρS(t)S̃(−τ)S − SρS(t)S̃(−τ)

}
. (10.21)On peut montrer [2℄ que la ondition de validité des approximations préé-dentes est vτc ≪ ~ où v2 = Tr{H2

SRρS(0)ρR(0)}. Cette ondition est appeléeondition de "rétréissement par le mouvement".4.2 Cas partiulierSupposons que l'observable S de S apparaissant dans le ouplage HSRommute ave HS : [S,HS] = 0. On en déduit que
S̃(−τ) = e−iHSτ/~SeiHSτ/~ = S. (10.22)Compte tenu de l'équation (10.22), on peut alors érire (10.21) sous la forme

d

dt
ρS(t) =

1

i~
[HS, ρS(t)] − (α+ iβ)

~2

{
S2ρS(t) − SρS(t)S

}

− (α− iβ)

~2

{
ρS(t)S2 − SρS(t)S

}
, (10.23)



10. ANNEXE : MATRICE DENSITÉ 224où on a supposé t≫ τc, et où le nombre omplexe α+ iβ est dé�ni par :
α + iβ =

∫ ∞

0

〈RR̃(−τ)〉R (10.24)Par ailleurs, omme S et HS ommutent, il est possible de trouver une base
{|ϕm〉} de veteurs propres ommuns à S et HS :

HS|ϕm〉 = Em|ϕm〉 et S|ϕm〉 = sm|ϕm〉.Projetons alors l'équation pilote (10.23) sur la base des {|ϕm〉}. Pour lespopulations 〈ϕm|ρS|ϕm〉, on obtient
d

dt
〈ϕm|ρS|ϕm〉 = 0.Pour les ohérenes, 〈ϕm|ρS|ϕp〉 ave m 6= p, on obtient

d

dt
〈ϕm|ρS|ϕp〉 = −i

[Em − Ep

~
+
β

~2
(s2

m − s2
p)
]
〈ϕm|ρS|ϕp〉

− α

~2
(sm − sp)

2〈ϕm|ρS|ϕp〉. (10.25)On voit que dans un tel système les populations sont �gées et ne sont pasrelaxées par le réservoir. Chaque état stationnaire |ϕm〉 est déplaé d'unequantité βs2
m/~. On peut intégrer et e�et de renormalisation des énergiesen ajoutant à H un terme proportionnel à S2.Par ontre, la ohérene entre |ϕm〉 et |ϕp〉 est amortie ave un tauxproportionnel au arré (sm − sp)

2 de la di�érene entre les valeurs propres de
S. On trouvera dans la référene [19℄ un lien intéressant entre phénomènesde relaxation et onsidérations sur l'information et la théorie de la mesureen méanique quantique.
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