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�� �������� �� ��	�� 	� 
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���"��� �� ��
����"��� � 
������
	�� �� 
�� ���
	�� ����
��� 	� � 
��	��� ����
�� 
�� ��������� %	�������� ���"����& -�:0� ��	� ������
� ���	����� ������� 
��
��
��
	�� �� ������������
	��� ,� ����
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� ���	�$� ������������
	�� ��� ���
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� �	�	
 ����� 
� � ����
	� �������� �� 
�� �	
����
����	��
��
	� 	� 
�� ������
���
�� �"+��
 �� �������� 
� 
��
 	� 
�� ��	
	��� ���� ���
��	� �������	��� 
��
 ��� ��� ���	$� ���� 
�� �������� ������ �� �����	���
������������
	�� ��� -�90B
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�� �����
 �� ������������
	�� 	�������� ��
��	
��	������ 	� �� ��
���
���;��� �	
� 
�� �	
����
����	�� ��
	� 	� 
�� ��	
	��� �"+��
�

��� �����	��� ������������
	��

��� ��
	��� ������ �� �	'���
	����	�	
�� �������
 ��
	��� 	��
	�
 	� ����� 	�
*	
� �� *�� �	���	�	
� �� ����	��� �����	����	���� ����� ��� �"+��
 �� #�	
�
�	8� X 	� ������ 	� 
�� �"+��
 ������ ��� #��
 ���� L1 �������� 
�� ���
	��
*���	�� 
�������� �� 
�� �"+��
 	�
� 
�� ���	� ����� �	
� � ���	� �� #�	
�
�	8� d� 4	'���
	�� �� 
�	� ���	� 	� � ����	��� ��	
	� �� 
�� #�	
� ������
	�� 	�
��� ������ 3�� ��
���
 �	'���
	�� �� 
�� 	��
	�
 ������5� ��� ������ ����
L2 �������� 
�� 	�$���� *���	�� 
�������� ��� ����
�� � �	'���
	����	�	
��
	��
� 	� 
�� 	��
� ������

<� ���
	���� �"�$�� 
� ���	�$� ������������
	�� ��� ����� ���� � ������

	������
	�� �"��
 
�� �"+��
� ,� ��� ���� �� ;��� � ������ 
��
 
�� �"+��

	� ���#��� �	
�	� 
�� ���� �� �	8� X ��� 	� 	���
	����� 8��� ��
�	��� ���
���
	�� *���	�� 
�������� �� ���� �� �"+��
 	� �� ��
	�� �����
	��� ����
	���
���������� ;���	�
 
�� ���
 �� 
�� *���	�� ����
��� �	
�	� 
�� ���� d �� 
��
���	� ������ ��� �� �����
	� ���
	���
	�� �� 
�� 
�
�� ����
��� ���� 
���������
��� ���	�	
�� ������
	���

D�
 �� 	�
������ 
�� �	����	������ ���
	�� �����	��
�� 	� 
�� �"+��
 ���

�� 	��
� ����� �� s = 2x/X� ��� 	� 
�� ���	� ����� �� ξ = 2y/d 3��� *	
� �5�
,� 
���� �� �	����	������ �����	��
�� s 
�� 
���������
	�� L �� 
�� �����	���
�"+��
 ����	
��� a(s) 	�
� 
�� �����	��� 	��
� ����	
��� e(s) �����B

e(s) = (La)(s) =

∫ 1

−1

sin[c(s − s′)]
π(s − s′)

a(s′) ds′, −∞ < s < ∞. 3�5

�



*	
��� �B 7�
	��� ������ �� �����	����	���� �������
 �	'���
	����	�	
�� ���

	��� 	��
	�
�

1��� c =
πdX

2λf
	� 
�� ������"����	�
� ������
�

��� ���"��� �� ������
���
	�� �� 
�� �"+��
 a(s) ���� � ��
��
�� 	��
�
e(s) 	� 
�� �"����� �� ��	�� 	� �!�	$����
 
� 	�$���	�� �� 
�� 	�
�
��� �����
��
L� ��� �����
�� L� ��+�	�
 
� L 	� 
	$�� "� -��0

(L�f)(s) =

∫ ∞

−∞

sin[c(s − s′)]
π(s − s′)

f(s′) ds′, |s| ≤ 1. 3.5

��� ������
 A = L�L 	� 
�� �������+�	�
 �����
���

(Af)(s) =

∫ 1

−1

sin[c(s − s′)]
π(s − s′)

f(s′) ds′, |s| ≤ 1, 3/5

�
��	�� "� )���	�� ��� A����; -�=0� ��� ��
�������� ���
�� �� �	
������
	���
�� A 	� 
	$�� "�

ϕk(s) =

⎧⎨
⎩

1√
λk

ψk(s) |s| ≤ 1,

0 |s| > 1,
3�5

9



����� ψk(s) ��� 
�� �	���� �����
� ������	��� ����
	��� -�=� ��0� ��� λk ���

�� ����������	�
 �	
��$������ ��� ����
	��� ϕk(s) ���� � "��	� 	� L2(−1, 1)
��� ��� "� ����	����� �� %������
� �� 	������
	��& �� 
�� 	���
 �"+��
� ���
�	
��$����� λk ��� �� 	�#�	
� ��
 �� ����� ���	
	$� ���"��� �"��	�
 1 ≥ λ0 >
λ1 > . . . > 0� *�� ����� k 
�� λk ���� �' ������ �	
� k ��
	� 
�� 	��� �������

�� ��	
	��� $����� k = S� ������ 
�� )������ ���"���

S =
2c

π
=

dX

λf
, 395

"����� ��	�� 
�� λk ���	��� �������� 8���� ,� *	
� � �� ���� 
�� #��
 �9
�����
� ����
	��� ϕk(s) 
�
�
��� �	
� ����������	�
 �	
��$����� λk ��� c = 1�

(�	�
 
�� ������
	�� �� �����
� ������	��� ����
	����

∫ 1

−1

sin[c(s − s′)]
π(s − s′)

ψk(s
′) ds′ = λkψk(s), 3:5

∫ ∞

−∞

sin[c(s − s′)]
π(s − s′)

ψk(s
′) ds′ = ψk(s), 3=5

�� �"
�	�
Lϕk =

√
λkψk, L�ψk =

√
λkϕk. 3��5

E ����	�
 
�� �"+��
 ����	
��� �$�� 
�� ����
	��� ϕk(s) ��� 
�� 	��
�
����	
��� �$�� ψk(s)� �� ��� ���	�� #�� 
�� ����
	�� "�
���� 
�� � ����	��
���@�	��
� �� 
�� �"+��
 ��� 
�� 	��
�� ,������ �	��� 
�� ����
	��� ϕk(s)
���� � ������
� ��
�������� ��
 	� [−1, 1] �� ��� ��	
� 
�� �"+��
 ����	
���
��

a(s) =

∞∑
k=0

akϕk(s), |s| ≤ 1, 3��5

�	
� 
�� ���@�	��
� ak 
	$�� "�

ak =

∫ ∞

−∞
a(s)ϕk(s) ds. 3��5

)	�	��� � ����	�� ��� "� ��	

�� ��� 
�� 	��
� ����	
��� 	� 
���� �� �����

	��� ψk(s)

e(s) =
∞∑

k=0

ekψk(s), −∞ < s < ∞, 3��5

:



*	
��� �B E ������ �� 
�� �����
� ������	��� ����
	��� ϕk(s) ��� 
�� ������
�����	�
 �	
��$����� λk�

=



�	
� 
�� ���@�	��
� ek 
	$�� "�

ek =

∫ ∞

−∞
e(s)ψk(s) ds. 3�.5

)�"�
	
�
	�
 
���� � ����	��� 	�
� E!� 3�5 ��� ��	�
 
�� #��
 �� E!�� 3��5 ��
�"
�	� 
�� ������	�
 ����
	�� "�
���� ak ��� ekB

ek =
√

λkak. 3�/5

D�
 �� ������ 
��
 �� ��� ��
��
 
�� �����	��� #��� ���#�� e(s) 	� 
�� 	��
�

������ ���� ��	�
 E!�� 3�.5� 3�/5�� ��� ������
���
 
�� ���@�	��
� a
(r)
k �

����� (r) �
���� ��� %������
���
��&� ��

a
(r)
k =

ek√
λk

= ak. 3��5

��	� �!��
	�� ������
��
�� 
��
� 	� �� ��
���
 
�� 2��
��
	��� 	� 
�� 	��
	�

��� ��
��
	�� ������� 
�� ������
���
	�� ���@�	��
� a

(r)
k ��� 	���
	��� �	
�


�� ���@�	��
� �� 
�� 	���
 	��
� ak� ��	� 	� �!�	$����
 
� ���	�	
�� ������
������
	��� ,� ����� 
� ��
�"�	�� 
�� !���
�� �	�	
� �� ������������
	�� ��
��$� 
� ��
���	�� 
�� ���� �� !���
�� 2��
��
	��� �� �	
�
 	� 
�� 	��
	�

��� 
�� ��
��
	�� ��������

� ������� ����	� �� ����	�	������
��

��� ����
�� 
����� �� ��
	��� 	��
	�


,� 
�� !���
�� 
����� 
�� �����	��� �"+��
 ����	
��� a(s) "������ 
�� �	�
����	������ ���
�� ���	�	��
	�� �����
�� 	� 
�� �"+��
 ����� â(s) ��� 
��
�����	��� 	��
� ����	
��� e(s) 
�� ����������	�
 ���
�� ���	�	��
	�� ������

�� 	� 
�� 	��
� ����� ê(s)� ����� �����
��� �"�� 
�� �
������ �����
�
	��
����
	����

[â(s), â†(s′)] = δ(s − s′), [ê(s), ê†(s)] = δ(s − s′), 3�95

��� ��� ������	8�� �� 
��
 〈â†(s)â(s)〉 
	$�� 
�� ���� ���
�� ���"�� ���
��	
 �	����	������ ���

� 	� 
�� �"+��
 ����� ��� 〈ê†(s)ê(s)〉 � 	� 
�� 	��
�
������

��



,� 
�� !���
�� 
����� �� ��� ��� E!�� 3��5�3��5 ��� 
���
	�
 
�� � ����
�	�� ���@�	��
� ak ��� ek �� ���
�� ���	�	��
	�� �����
��� âk ��� êk� (�	�


�� ������
	�� �� 
�� �����
� ������	��� ����
	��� 	
 ��� "� ����� 
��
 
��
�����
��� âk 	� 
�� �"+��
 ����� �"�� 
�� ������	�
 �����
�
	�� ����
	���B

[âk, â
†
l ] = δkl, [âk, âl] = 0. 3�:5

��� ���� �����
�
	�� ����
	��� ���
 "� ��
	�#�� "� 
�� ���
�� ���	�	��
	��
�����
��� êk 	� 
�� 	��
� ������ 1���$��� E!� 3�/5 ���� ��
 ������$� 
��
�����
�
	�� ����
	��� 3�:5� ��� ������ ��� 
�	� 	� 
��
 �����	��� 	��
	�

�!��
	�� 3�5 
�;�� 	�
� ������
 ���� ���8��� #��� ����	
��� 	� 
�� ��
	��
|s| ≤ 1 �� 
�� �"+��
 ������ ��� ���
 �� 
�	� ����� |s| > 1 	� 	
����� "������

���� 
�� �����	��� #��� ����	
��� 	� 8���� ,� 
�� !���
�� 
����� 
�	� ��
	��
���
 "� 
�;�� 	�
� ������
 
� 
�����
�� 
�� ������$�
	�� �� 
�� �����
�
	��
����
	����

�� �"
�	� 
�� �����	��� 
���������
	�� �� 
�� ���
�� ���	�	��
	�� ���
����
	�� �����
��� ���� 
�� �"+��
 	�
� 
�� 	��
� ����� �� ����� ���	
 
��
�����	��
� s 	�
� 
�� ��
	���� 
�� %����&� |s| ≤ 1� ����������	�
 
� 
�� ����
�� �����	8�
	�� �� 
�� �����	��� �"+��
� ��� 
�� %�	�
�&� |s| > 1� ��
�	�� 
����
����� ��� ��
�������� "���� 	� 
���� ����� �� 
�� �"+��
 ����� ��� 
	$��
"� -��0

ϕk(s) =

⎧⎨
⎩

1√
λk

ψk(s) |s| ≤ 1,

0 |s| > 1,
χk(s) =

⎧⎨
⎩

0 |s| ≤ 1,
1√

1 − λk

ψk(s) |s| > 1.

3�=5
,� 
���� �� 
�� ��
� {ϕk(s)} ��� {χk(s)} �� ��� ��	
� 
�� ���	�	��
	��

�����
��� 	� 
�� �"+��
 ����� ��

â(s) =

∞∑
k=0

âkϕk(s) +

∞∑
k=0

b̂kχk(s). 3��5

1��� b̂k ��� 
�� ���	�	��
	�� �����
��� �� 
�� �����
� ����� χk 	� 
�� �	�
�
��
	��� � ������� 
����
� 
�� #��� �����
�� â(s) "�

b̂k =

∫ ∞

−∞
â(s)χk(s)ds. 3��5

��� ���
�� ���	�	��
	�� �����
�� ê(s) 	� 
�� 	��
� ����� ��� "� ��	

�� 	�

��




���� �� ����
	��� ψk(s)

ê(s) =

∞∑
k=0

êkψk(s) + ê⊥(s), −∞ < s < ∞, 3��5

�	
� 
�� ���@�	��
� êk 
	$�� "�

êk =

∫ ∞

−∞
ê(s)ψk(s) ds. 3��5

,� E!� 3��5 �� ��$� ����� 
�� 
��� ê⊥(s) 	� ����� 
� ��
	��� 
�� �����
��

	�� ����
	��� 3�95� 1���$��� 
�	� 
��� 	� ��
��
���� 
� 
�� � ����	�� �$��

�� �����
� ������	��� ����
	��� ψk(s) ���� 
��������� �	�� ��
 ������ 	� 
��

���������
	�� "�����

)�"�
	
�
	�
 
�� � ����	��� 3��5� 3��5 	�
� E!� 3�5 �� �"
�	� 
�� ������	�

����
	�� "�
���� 
�� ���
�� ���	�	��
	�� �����
��� 	� 
�� �"+��
 ��� 
��
	��
� ������

êk =
√

λkâk +
√

1 − λkb̂k. 3�.5

,
 	� ���� 
� $��	�� 
��
 
�	� 
���������
	�� ������$�� 
�� �����
�
	�� �����

	��� �� 
�� �����
���� [âk, â

†
l ] = [̂bk, b̂

†
l ] = [êk, ê

†
l ] = δkl�

E!��
	�� 3�.5 	� ������
��� �!�	$����
 
� 
�� 
���������
	�� ���������
"� � "��� ���	

��� ,������ 	� �� ����	��� 
�� �����
��� âk ��� b̂k �� 
��
���
�� ���	�	��
	�� �����
��� 	� 
�� ����� ��#��� "� �����
� ������	���
��$�� 	����	�
 
� 
�� "��� ���	

�� �	
� 
�� ����	
��� 
�����	��	�� ���
�@�	��


√
λk ��� 
�� ��2��
	�� ���@�	��


√
1 − λk� 
��� ek 	� 
�� ���
��

���	�	��
	�� �����
�� 	� 
�� k
� ���� �� 
�� 
�����	

�� ��$��
F*��� *	
� � ��� ��� 
�	�; 
��
 
�� $����� 2��
��
	��� ���	�
 	�
�


�� 	��
� ����� ���� 
�� ��
	�� |ξ| > 1 �� 
�� *���	�� ����� ��
�	�� 
��
���	� ������ "� ���� 
�;�� 	�
� ������
� ,������ ���� 
���
	�
 
�� #��� 	�

�� *���	�� ����� �� �� �����
�� �� ���
 	������ 
�� ���
�	"�
	�� ���� 
�	�
��
	�� 	�
� 
�� �����
	�
 #��� 	� 
�� 	��
� ������ 1���$��� 
�� ��$��
�
�
�� � ����	�� 3��5 	� 
��
 
�� #��� ���� 
�	� ��
	�� ���� ��
 ���
�	"�
� 
�

�� � ����	�� ���@�	��
� êk �� 
�� 	��
� "������ 	
 	� ��
��
���� 
� 
��
�����
� ������	��� ��$� ����
	���� ��	� ������
� ��� ��	�
�� ��
 "� >��
���
��� A	;� 	� -��0 ��� 
�� ��
����"��� �����	��� ��	�� ��� ����	�� $��	� 	� 
��
!���
�� 
������

D�
 �� ������ 
��
 �� ��� ��
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