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���
������ '��� � �����	����� 
� ��� ����� 
� 	��	����
�, '���� 	������ �� ���
	������
� 
� ��� 
	
�� ���
���� v� (� ��	�� 
� �����	��
� 
� ��� 	��	����
�

�
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A�
�	� �. /	������� 
� �()� ��� ��
�� �	� ��������� �	���	�� �� ����� |a〉� )��
�
�����
 5���, 	��
���� '��� ��� b → c ����� �	������
�, 
���� � �	���"
��	���� '���
' 
� ��� a → b �	������
�� )�� ���
	���
� �	
5�� ����
	��
�


�� ��
�
 '��� �
��5�� �����	��
� 
� ��� ����� 
� 	��	����
�� )��� �� 	�"
<����� �� 
	
�� ���
���� 	������
� '����� ��� �	�����	���� '���
'�

#



����� n(ω), ��� 
	
�� ���
���� v ��� �� ���	����� ��.

v

c
=

1

�(ω) + ω
��(ω)

�ω

B�C

)�� 5��� ��������� �� �
�����
�� �� ��� ������"������ ����	����� >
'"
���	 ��� ������� �������
� 
� � ��
��� ����� �� �
��	����� ��
�
 ��� ��	����
�

� �	
��
���
� ������� 
� ��� ���
���� 
	
�� 	������
�� )�� 5��� �����
��
����	

�� � v/c ��	��7��
� )�� ���	
� ��		��� �� ��� ����� �� 	������ �� ���
���� 	���
, �	
����
 ��
�� �
 0�	
 '��� v << c� �������� ���	
� �	�����	
�	
� ��� ��
��� ����� �
 ��� �
��	
� 5��� �
��� ��
�
 '��� ��� 
������ �
"
��	�0���
� �
���	��
� ���
 ����� �
��	����� (� �� 	����	 ���	�
���
 ���� ���
��
��� ���	
� �� ��7�� �'�� �� ��� �
��	
� 5���, '���� ��� ������� ��� �����	
"
����
	�� ��
��� �	
��	���� 7��� ��
	�� �� ��� ������� ����	�� �	����
	��"
��
� ��7�� ����� �� ��� ������ ������ ����� )�� ��
��� 5��� ���� 	��
��	� ���
������� ���	
� �

����	 '��� ��� ������� ��� �����	
"����
	�� �	
��	�����

)�� �() �	
���� ��� ���� ���
���	���� '��� ��������� ��
�� �� ��	�
��
����	���� 	��
��
 �	
� 
�� �
 �
������� �����	� -�
�� ����� 	������
� �

�* ���	�� ��	 ���
�� '�� 
���	��� �� �� ���	��
�� ��
��� 
�� 9 :� )��� ��
'�� 	����0�� ���� ��
�� �
��� �
� 
��� �� ��
'�� �
'� ��� ���� F��
����F ��
� Λ"������� (�����, �� ��� �
��	
� 5��� �� �'������ 
= '���� ��� ��
��� �����
�� ����	��� �
������� '����� ��� ������ ������, ��� 	�������
 �	
��	����
��		��� �� ��� ��
��� 5��� �	� ���
	��� ��� �
��, ��� �
�� 
� ���� ���� ����
����� �� ��� ����� �
��	����� (� ��� �
��	
� 5��� �� 	���
	�� ���
	� ���
����� �
��	���� 	������, ��� ��
��� 5��� �� 	������, 	������ ��� �	

	����
�
��	
�
� ��� ������ ��� 5����� �����, �����
 �	���	��� �
�� 
� ��� �������
���	����	������ 9�, #:�

(� ��� ���� �����
�� '� ������������ ��	��� ��� ��	�
�� 
��	����
 �
���"
��
�� 
� ��� ���
	�� ��
�� �
' '� ��� ���� �
�� 
� ����� 1� ��	���� �
�����
���� ���
	����
� �	�����	 �
 ��� ����� �
��	���� �� ���8��� �
 ��� �
�����
�
v << c� (� 
	��	 �
 �� ����	��� �
������� '����� ��� L"����7 ����	��� �� ���
�
���� 
� ��� �
��	
� 5��� �'������
 
=, ��� ��
��� ����� ���� ������� � ��"
	���
� T ������	 ���� L/v� %������ ��� ��
��� ����'���� Δ ���� �� ������	
���� ��� '���� 
� ��� �	�����	���� '���
'� A������ ��
�� �
�����
�� ����
�� �
�������� '��� ��� ���� ��� �	�&����� A
�	��	 �
�8�
���
�, ���
	���
 �

'���� ΔT > 1�

(� ��
��� �� ��	����� ���� ��� �
��	
� 5���, ����	�����
 '��� � �	������
�
���'��� ����� ������, �
�� �
� ������ ��� ��
�� 
� ��� 
'�� �� � �
���"

*



&����� ���� 5��� �
�� �
� 
���	��� ��� �
���� )�� ��
��� 5��� ��
�� �
�����
��������
� �
 ��� ��
��� ���������

A������ �� ��
��� �� �
����� ���� �() �
�5
�	���
� ���
��� ���� ��� '��7
��
��� 5��� ��
��� �� ��
����� �	
� ��� ������� �
��	
� 5���� )��� �
��� �� �
��8
	 �	�'���7�

��� ���
��	� �	
� �� ���
	���
 ������

(������ 
� 	��
	���
 �
 ��� 	������ �
����
� 
� �������
 �	�����	����, 
�� ���
�	� �
 	��	���� ��� ��
��� ������� 
� ������ ���
	���
�� 1� ��	���� �
�����
���� ��� 	��
��	�� 5��� ����� �� '��7�	 �� ��� ����� ���� 
� ��� ������,
�	������� �� ��� 	�
�
� '��	� ��� ���
���
 5��� �� ��	
�
�	� �� � �
���&�����
��� 	��
��	�� 5��� �� ������ �
 ��	� ��� ��
�� ���7 ���
 ����	 ������� �����,
'���� �����	� �
		��� ���
	����
� 	��	������ (� 
	��	 �
 ����� ���� 
�������,

�� ��� �	� �
 ��7� ��� 	���
	�� 5��� �
 �	
��
��� �� ��� 
��
���� ��	����
�

� ��� ���
���
 ��
��� 5���� )��� '��, �������
 �� �	
� ��� 
����� ����, ���
	���
	�� 5��� 
���� ��	��
�� ��� ��
�
 ��� ��
	�
� ������ ��� �� ��������
�
 	���� ��� ������� ��������� �� ��� ����� ���� ��� �
 �� ������� ��
�
�
���	� �
 ��	� ��� ��
�� ���7 �
 ��� 
	
��� ������

%��7 ������	��
 
� ��� ��
��� 5��� 	������ 
� ����� �
�8�
���
� �� �
�"
�����	 
������ )�	�� ����� ��� �� ���	
�	���� �
 	���	�� ��� ��	����
� 
�
�	
��
���
�� �
��� ���� ��� �� �
������ '��� � ��	��"����� Λ"������� )��
��
��� �
 �� ��
	�� �	
��
����
 ��
�
 �k1 ������� ��� a → b �	������
�� )��� �
��
�� ����� �	
��
����
 ��
�
 �k2, 	��
���� '��� ��� b → c �	������
�, �
���	��
��� 
������ ��������
� 
� a → b ���
 ��� ����� �
��	���� 
� ������ |a〉 ���
|c〉� � π"����� ��� �?������� ������� ���� � �
���	��
�� )�� �
��
� 
� �����
�	�� '��� �� ��5��� ����	� (��
	����
� �� ��
	�� �� ��� ����� �
��	���� �����
��
���	 π"�����, �	
��
����
 ��
�
 �k3 �
���	�� ���7 ��� ����� �
��	����
���
 
������ ��������
� 
� a → b� (� ���
	����� '��� 
���	�� ����� �������

�
�����
��, ��� ��
��� ��� �� 	��
���	����� �� ��� ��	����
� �k3 +�k2 −�k1, ����
�� �
 ��� �� ��	����
� −�k1 �	
����� �k3 = −�k2 B��� A�
� �C�

(� ��
�� �	� ��������� �	���	�� �� ����� |a〉, ��� ������ �� �	�����	��� �

��� �
���	��
� ������� (� ������
�, ��
�� ������ �
 �
� ������ ��� ��������
�
�
��� ����� ��� ���
���
 ��
��� 5��� ��
�� ��� �
���� ��������
� �
 ��� ��
���
���������

G��
	�������� �� �
�� �
� '
	7 �
 ������� )�� �	
���� 	����� 
� ��� ����
����	���
� 
� ��� ��=�	��� �����, ������ ��� �����	� 
� ��� ���
���
 ��
���,
��� �
���	��
� �
 ����� �
��	����, ��� ���7 �
���	��
� �
 
������ ������"

�
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��	�	
��
����
 π"������ �	� ���� �
 �
���	� 
������ ��������
� ���
 �����
�
��	����, ���� ���7 �
 
������ ��������
�� )��	��
	� ��� 	���
	�� ��
���
�	
��
���� ���7'�	� '��� 	������ �
 ��� ���
���
 
���

+



��
� ��� ��� 	��
��	�� ��
��� ������
�� (� 
	��	 �
 �� ��
	��, ��� ���� �����
���� �� ��
	��	 ���� ��� |a〉 ��� |b〉 ����	�
����
� ����� ��������� �&���"
�������, ��� ���� ����� ����'���� ���� ������ ��� �
�

���
�� ����'�����
H��, �� �� �
�

���
���� �	
������ ������, '��	� ��� ��
�� ���� ��� ����
�	������
� �	�&�����, ��� ��
	�
� ����'���� �� �	������� ������� �� ��� �
"
�

���
�� '����, 
���� �� ��� ����	�� ��	���
� 
� ��� ����	�
����
� ������
)��	��
	� 
�� �� ����� '��� �
��	�����
	� �
���	�����, ����� ��� ���
���

����� ���� ���������
���� �� ��		
'�	 ���� ��� ���
	���
� �	
5��, �� 
	��	
�
 �� �����	��, ��� ��
	��	 ���� ��� ����	�
����
� ����� ��������, �� 
	��	
�
 �� ��
	��� (� �� �=
	� �
 
��	�
�� ��� �
��	������
�, ��� �� �
�����	 ��
���
�

���
���� �	
������ ������, '��	� ��
�� ������� ��=�	��� �	����"
��
� �	�&�������� )�� ���
	� ����'���� �� �
 �
�
�	 ������� �� ��� ����	��
����	�
����
� ����� �������� ��� ���� ��
	��	 ��
��� ������ ��� �� �
����"
�	��� )��� 
�� ����� ��
���	 
�������� )�� ����	�
����
� ������ ���� �	�
����� �� ��=�	��� ��
�� ��
��� �� ��=�	��� 	����, '���� ������� 	������� �����
������ )�� ��
�� ����	���� ����� ��&����� �� ������ �
 	������ ��� ��
��,
� �������	� �
�����
� �
	 ��
��� 	��
��	�� 1� ����� ��� �
' �
 �
��� ����
�	
�����

����	 ��� 
���	�� �	��������
� 
� ��� �'
 ���
	� �	��������	�� �
 ��
�
�����	��, '� �
' �	
���� �
 ��� �������� �������� 
� ��� ����	����
 ��������

� ���
������
��� 
���	
��
�� �� �
���������	 
��

��	���
��

��� ��
� ��������
� �� ��
��

)�� ������ �� ����������� �� �	�������
 ����� '����� )�� �����	
��
�����
5��� �� 	�
�	��� �� � ��������� &�������� )�� �
����� ��������� 
� ��� �����	��
5��� �� 
���� ��.

E(�r, t) =
1

2
(E(�r, t) + E∗(�r, t)) =

1

2
(A(�r, t)eiωLt−i�k.�r + c.c.) B�C

)�� ���� ���� ��� ����� ��	����
� �� �
������� �� ��� ����� ����
	 eiωLt−i�k.�r

���� ���	����	�0�� � '��� '��� ����	�� �	�&����� ωL, �	
��
����
 ��
�
 �
'��� ����
	 �k� )�� �����
�� A(�r, t) ������ ��	��� 
� ��� ���� ��� �����
������ 
� 
������ ��	�
� ��� '������
��� )�� '��� ����
	 ���
�� �� ��5���
�� ωL = kc�

��



)�� ��	�� E(�r, t) ��� E∗(�r, t) 	����������� ����� �
	 ��� �
������ ��� ��
�"
���� �	�&����� �
��
����� 
� ��� 5���� (����� ��� ����"�
"�	�&����� A
�	��	
�	����
	� 
� E(�r, t), E(�r, ω) = F[E(�r, t)], �����	�� �� 
������ �	�&����� ωL, ��
��
�� �
 � �� −ωL�

(���	����
� �
 ��� ��
��� ������ �� ����	���� �� �����	�� ���
�� ���	
��"
����
� �� ��� ������
����.

HI = −q �R. �E B�C

'��	� q �� ��� B��
�����C �����	
� ���	
�� )��� q = −e, '��	� e 	��	������
��� ��������	� ���	
�� )�� �	������
� ���
�� ���	�� ������� ���'��� ������
|i〉 ��� |j〉.

�μij = 〈i|e�R|j〉 B C

�� ��5��� '��� ���	
�	���� ����� ��
��� �
 ���� ���� ������� �� 	����
)�� ��
� ������� ���	�� �&����
� 	���� ��.⎧⎪⎨

⎪⎩
i�ρ̇ = [H, ρ] +

dρ

dt

∣∣∣∣
���������	

H = H0 − q �R · �E = H0 + e�R · �E

B�C

)��� �&����
� �
������ ��� �����	� ��
����
�, �	���� �� ��� �����	
��
�����
5���, ��� ��� �
�"�����	� ��
����
� ������ �� �
�����
 '��� ����	
������
)�� �����	 �� ����	���� �� ��� ����
���
�

���� 	�������
� ��	��

(� 
	��	 �
 �� �
	� �����5�, ��� �� 5	�� �
�����	 ��� ����	����
� 
� � �'
"
����� ��
� '��� ��� ���
���
 5���� ��������
 ��� ������� ���	�� �&����
�

� ��� ��� 
� ��
�������� |a〉, |b〉 
�� 
������.⎧⎨

⎩
ρ̇aa = i(ρab − ρba)(ΩeiωLt−i�k.�r + c.c.) + γbρbb

ρ̇bb = −ρ̇aa

ρ̇ab = i(ρaa − ρbb)(ΩeiωLt−i�k.�r + c.c.) + (iωab − γab)ρab

B#C

'��	� ��� ���� �	�&����� �� ��5��� ��.

Ω(�r, t) =
μabA(�r, t)

2�
B*C

(� A(�r, t) �� �
�����, ��� ���� �	�&����� �� �
����� �

� (� 
	��	 �
 ����	���
��� ���� 
��������
� �� 
������ �	�&�����, 
�� ����������� ρab '���.

ρab = ρ̃abe
iωLt−i�k.�r B�C

��



)��� �� �
� � �'���� �
 ����	����
� �����	�� (� ����	����
� 	��	��������
�

�� ��5��� ��� 
��	��
	 ρI = exp(− i

�
H0t)ρ exp( i

�
H0t) ���� ���
���� � ����
	

exp(−iωabt), �����5� �
 ���� �	�&����� ������ (������, �'������
 �
 ��� �	���
F	
�����
F �� ����	 �	�&�����, 
�� ������� ��� ���� �	���
	� �
 ��� �	�&�����
�������� )��� ��=�	���� '��� �	
�� ���
	���� �� ���
�

���
���� �	
������
����� '��	� ��
�� 
�������� �� ��	�
�� �	�&��������

)���, ��
������
 ��� ��� ��	�� 
���������
 �� ��	�
��� 
��	�
��� 
� ωL, 
��

������ ��� �������� ��	
 ���
��������� 
� ��� ������� ���	�� �&����
�.⎧⎨

⎩
ρ̇aa = i(ρ̃abΩ

∗ − ρ̃baΩ) + γbρbb

ρ̇bb = −ρ̇aa

˙̃ρab = i(ρaa − ρbb)Ω + (iΔ − γab)ρ̃ab

B+C

'��	� Δ = ωab − ωL� !�� ��� �
	����� ����
	��� ����� �&����
��� !�� 5	��
����
	���� ��� �
�

���
�� �&����
��� )��� 
�� ��7�� ��� �
�"�
�

���
��
��	� ���
 ���
��� �� ��� ����
� 
� ��	����
� 
� ��� ��	�����	�� !�� 
������.⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

nab(t) = 1 + (nab(t0) − 1)e−γb(t−t0) + 2i

∫ t

t0

dt′(ρ̃abΩ
∗ − ρ̃baΩ)e−γb(t−t′)

ρ̃ab(t) = ρ̃ab(t0)e
(iΔ−γab)(t−t0) + i

∫ t

t0

dt′Ωnabe
(iΔ−γab)(t−t′)

B��C
1�����	 �� ��=�	������ 
	 ����
	�� �
	��, ����� �&����
�� �	� 7�
'� �� 
������
%�
�� �&����
��� )��� 	��� 
� ��� �
��
'��
 ��������
��.

• ����	����
� '��� ��� ��������� 5��� �� ����	���� �� �����	�� ���
�� ���	
�"
�����
�

• �	������
� �	�&������� �	� �
������ ��	�����	�

• 	�������
� �	
������ �	� ����	���� �� ����
���
�

���� ����� 	����

)�� ������� ���	�� 
� � �'
"����� ��
� �� �
��	���� 
�  �
��
�����, � 
�
'���� �	� �
������ )�� �	��� �
���	����
� ��� ��� ������	� �	
��	�� ρab =
ρ∗

ba 	����� ��� �����	 
� ����������� ��	�����	� �
 �, ������ ��� �
������
�
��=�	���� ��� ��� 	��� ��� ���
���	� �
��
����� 
� ��� �
��	����� %�
��
�&����
�� �	� �
����
 ��� ��� ��	�� �����	 ��=�	������ �&����
�� ���� �
����
����� ��	�� &����������

��



incoming
field

dipole
radiation

absorbing
medium

A�
�	� �. )�� �
��	��� ��
��� 	���
��� �
 
������ ��������
� ��� �� ����	"
��

� '����� ��� �	��� 
� >��
���� ��=	����
� ���
	�� )�� ��
��� ���
���
������ �� 	��� �
�	��� 
� >��
���� '��������

��� ��������� 	���
���

1��� �	���	�� �� � ����	�
����
� 
� �'
 ������ ���7�� �� �� 
������ �	��"
����
�, ��� ��
�� ������ �� 
���������
 ���
���, ���� �� 	�������
 ���	
��
���
��������� )��� ������ �� 	��� �
�	��� 
� >��
���� '������� B��� A�
� �C�
(� ��� ���� '�� �� ��� ��	���� �
�	��� 
� >��
���� '�������, ��� ��
��
��&��	� ��� ����� ��� ���� ����� 
� ��� ���
���
 5���� �� �
�
 �� �����
�	
��	���� �	� �	���	���, ���� �� �
 ��� �� �
�
 �� ��� ��
��� �
��	���� ���
�
� ���� �	���� �� �
�

���
�� 	�������
� 
	 �����"����� �� ���
�

���
��
�������
, ��� ��
�� 	������ �� ��� ��	���� �
�	��� 
� >��
���� ��=	����
�
���
	�� $����5�����, ��� ������� �
��	���� 
� ��� �
�	��� ��7�� ��� '�������
�
���	�������� ����	��	� �� ��� ��	����
� 
� ��� ���
���
 '���� ����
	����

��� �������� � ������ ��	���	, 
�� ��� ����	���� ��� ��=	����
� ������� ��
���	
���	��	� 
� ��� ������� ��
����

1��� ���� �����	� �� ����, ��� �� �	
���� �
 ��� �
��� ����	����
� 
� ���
��
��� 	���
���, �� ��	���� �	
� 2��'��� �&����
��� (� � �������	�� ������,

��



�� ��� ������� 
� �����	�� ���	
�� ��
�� �&����
�� 	��� ��.

rot( �E) = −∂t
�B A�	���� ��'

rot( �B) = ∂t
�D ���I	� ���
	��

div( �D) = 0 @���� ���
	��

B��C

'��	� �D ��� �� ���	����� �� ��	�� 
� ��� ���	
��
��� �
��	�0���
� �������
�P ��.

�D = ε0
�E + �P B��C

)���� �&����
�� �
����� ���
 ��� '��� �&����
� '��� �
�	���.

Δ �E − μ0ε0
∂2 �E

∂t2
= μ0

∂2 �P

∂t2
− 1

ε0
grad[div(�P )] B��C

)�� ��
��� 	���
��� �� �
������� �� ��� ���	
��
��� �
��	�0���
� ������� �P �
1� ������ ���� ��� �	�����	�� ��	����
� 
� �P �� ��	� ����� 
� ��� ����� 
�
��� ��
��� '������
��� )��� ������� �� �
 �	
� ��� ���
�� ��	� 
� ��� 	�
��
���� ���� 
� �&����

1� ���� �
' �
 ���	��� ��� ���	
��
��� �
��	�0���
� ������� �� ��	�� 
�
��� 
������ %�
�� �&����
� �
����
��� -�� �� �
�����	 ��� N ��
�� ������

'����� �� ��������	� �
���� V � )�� ��0� 
� ���� �
���� �� ����� ��
�
�
'��� 	������ �
 ��� 
������ '��� ���
�� �
 ���� ��� ��� ��
�� ����	��� '���
��� ���� 5���� )�� �
��� ���
�� �
���� �� ���	����� �� ��� ��� 
� ���
N ���������� ���
���� )�� ���������
� ����� 
� ��� �
		���
����
 &������

���	����� 	���� ��. 〈

N∑
i=1

μi

〉
= Tr

[(
N∑

i=1

μi)

)
ρ

]
B� C

'��	� ρ 	��	������ N"��
� ������� 
��	��
	� )�� N"��
� ����� �� ���������
����
	�0���� ��� �� ������� �
 	����� �
 ����	 ����"��������� ��������
��
(� 
���	 '
	��, ����"��������� ��������
� �� �������� �
� �
 �����
�� ��� N
��
��� )�� ������� 
��	��
	 ���� 	���� ��.

ρ = ρ1 ⊗ . . . ⊗ ρi ⊗ . . . ⊗ ρN B��C

(� 
	��	 �
 ���	��� ��� �
��� ���
�� �� ��	�� 
� ��� ���������� ������� ���	����,

�� ���� ��� 	�����
�.

Tr
1···N �=i

(ρ1 ⊗ . . . ⊗ ρi ⊗ . . . ⊗ ρN) = ρi B�#C

� 



)��� ��� �
��� ���
�� ���������
� ����� 	������ �
.〈
N∑

i=1

μi

〉
=

N∑
i=1

Tr
i

[
Tr

1···N �=i
(μiρ)

]
=

N∑
i=1

Tr
i

(
μi Tr

1···N �=i
ρ

)
=

N∑
i=1

Tr(μiρi)

B�*C
A
	 ��� ���� ����
 '� �
�
	� ���
�

���
�� �	
������
� ��� ��� ��
��

���� ��� ���� �	������
� �	�&������ )��� ��� ��������	� �
���� ���
��
�
���� 	���� ��.

N∑
i=1

Tr(μiρi) = −Nμab [ρab(�r, t) + ρba(�r, t)] B��C

'��	� ��� ��� 	��� 
��	 ��� ��� ��
�� '����� ��� ��������	� �
����, '���
〈a|μ|a〉 = 〈b|μ|b〉 = 0� � ����� ��
� �����	� ������� μab ��� ���� ��5���
�	
� ��� ��������	� ���	
� e ��� �
� �	
� ��� �����	
� ���	
� q = −e�
J������
 �� ��� �
���� V , 
�� 5����� 
��� ��� ���	
��
��� �
��	�0���
�
�������.

P (�r, t) = −nμab [ρab(�r, t) + ρba(�r, t)] B�+C

'��	� n ���
��� ��� ������� 
� ������ ��
�� ��	 ���� �
�����
(� ��� ���� '�� �� ��� �����	�� 5���, ��� �
��	�0���
� ������� �����	� �
 ��

�
��	���� 
� �
������ ��� ��
����� �	�&����� �
��
������ )�
�� �
��
�����
�
 �
� 
��	��� �����	����, ����
 ������� �� ����	��� 
� )>0, �
 ���� �������
���
����� '��� �&����
��� )�� �
������ �	�&����� �
��
���� '��� �&����
�
	���� ��.

1

2

(
Δ − 1

c2

∂2

∂t2

)(
A(�r, t)eiωLt−i�k.�r

)
= −n

μab

c2ε0

∂2

∂t2

(
ρ̃ab(�r, t)e

iωLt−i�k.�r
)

B��C

1����� ��� �	��� 
� ��� ������ 	�
���� 
�	
���
 ���
���������, '� ��� ��"

���� ��� �
��	�����
�� 
� 
	��	 ∂tA(�r, t)/[ωLA(�r, t)] ��� ∇A(�r, t)/[kA(�r, t)]�
)�� '��� �&����
� ���� 	������ �
.(

∂

∂z
+

1

c

∂

∂t

)
A(�r, t) = ink

μab

ε0
ρ̃ab(�r, t) B��C

$����������
 A(�r, t) '��� �&�* 
�� 
������.(
∂

∂z
+

1

c

∂

∂t

)
Ω(�r, t) = ink

μ2
ab

2�ε0

ρ̃ab(�r, t) B��C

��



(� �� '
	�� ���	�����
 ���� �&����
� 
� �	
��
���
� �� ��	�� 
� ��� 	��
����
���
	���
� �
�?����� α0� )
 5	�� 
	��	 �� Ω(�r, t) ��� %�
�� �&����
� �
	
ρ̃ab(�r, t) 	���� ��.

ρ̃ab(�r, t) = i

∫ t

−∞
Ω(�r, t′)e−γab(t−t′)dt′ B��C

'���� 	������ �
 ρ̃ab(�r, t) = iΩ(�r, t′)/γab �� Ω(�r, t) ������ ��	��� 
� γ−1
ab ����

������ )��� �
�����
� ������ ����� ���� ��� 5��� ����'���� �� ���� ��		
'�	
���� ��� ���
	���
� ����, �
 ���� ��� �
��	�0���
� ������� ����������
����
��8���� �
 ��� 5��� ��	����
��� $����������
 ��� ���	����
� 
� ρ̃ab(�r, t) ��
�&��� 
�� 
������.(

∂

∂z
+

1

c

∂

∂t

)
Ω(�r, t) = −nk

μ2
ab

2�ε0γab
Ω(�r, t) = −α0

2
Ω(�r, t) B� C

A������ ��� '��� �&����
� 	���� ��.(
∂

∂z
+

1

c

∂

∂t

)
Ω(�r, t) = i

α0γab

2
ρ̃ab(�r, t) B��C

� ��	�������� Λ�������� ���

��� ������� ��������
� 
� ��� Λ�������

(� � Λ"������ �� ����	 ����� |b〉 �� �
������� ��	
�
� 
������ �	������
�� �

�'
 �
'�	 ������ |a〉 ��� |c〉� )�� ������ �� ����������� �� �'
 �	����
 5�����
)�� a → b ��� b → c �	������
�� �	� 	����������� �	���� �� �	�&������� ω1

��� ω2 '��� ���� �	�&������� Ω1 ��� Ω2� ���� �	����
 5��� �� ������� �

������ � ���
�� �	������
�� ��
���	 �������
� 	���� ��� ���� �
 ����	�������
��� �	������
��� (����� �	
��"�
��	�0��
 ��� ��
�� ����� ��� �� ��
�
� �

����	����� �	��� ��� �'
 �	������
�� '��� ���� �������
� 	���� ������ !���	"
'���, ��� ��������
 ωac ���� �� ���� ��	
�	 ���� ��� �
�

���
�� '�����,
��� ���� �	�&������� ��� ��� �������
� |ωab−ω1| ��� |ωbc−ω2|� )�� ��8���"
��
� 
� � ���	� ����� ��
��5������ �
��������� ��� ������� ���	�� �
	�������
(������ 
� � 	��� ����������� ��	�����	� �� � �'
"����� ������, 
�� �� ����
'��� � 	��� ��	�����	� �� � ��	��"����� ��
�� )�
�� &��������� �	� �
�����

�#



�� ��� �
��
'��
 ��=�	������ �����	 �&����
��.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ̇aa = i(ρ̃abΩ
∗
1 − ρ̃baΩ1) + raγbρbb

ρ̇cc = i(ρ̃cbΩ
∗
2 − ρ̃bcΩ2) + rcγbρbb

ρ̇bb = −ρ̇aa − ρ̇cc

˙̃ρab = [i(ωab − ω1) − γab]ρ̃ab + i(ρaa − ρbb)Ω1 + iρ̃acΩ2

˙̃ρcb = [i(ωbc − ω2) − γbc]ρ̃cb + i(ρcc − ρbb)Ω2 + iρ̃caΩ1

˙̃ρac = [i(ωac − ω1 + ω2) − γac]ρ̃ac + i(ρ̃abΩ
∗
2 − ρ̃bcΩ1)

B�#C

)�� ������ �� ������� �
 �� ��
���� )�� �
�?������ ra ��� rc = 1 − ra

���
��� �
	 ��� ����	 ����� 	�������
� ����	�����
� ���'��� ��� �'
 
	
���
���������� �� ����� �� ��� 	
�����
 '��� �����	�, ��� 
="���

��� ���	��
�������� ���� ���� ����������� '���.

ρab = ρ̃abe
iω1t−i �k1.�r

ρcb = ρ̃cbe
iω2t−i �k2.�r

ρac = ρ̃ace
i(ω1−ω2)t−i( �k1− �k2).�r

B�*C

)�� 5	�� ��	�� ����� 
� �&��# ���	��� ��� �
������
� ��
����
�� )��� �
��
�
� ��=�	 �	
� ��� �
		���
����
 �'
"����� ������ �&����
��� )�� ���� ��	��
����� 
� �&��#, ���
�����
 �
	 �
��	���� ��
����
�, �	� �
	� �����5�� A�	��

�� 
���	��� ���� �
��	���� ρac �� ������� �� ��� ��
�� 5����, ����
�
� �

��	��� �	������
� �
������ ������ |a〉 ��� |c〉� %������, �
��	����� ρab ���
ρbc �	� �
����� �
� 
��� �
 ����� �
������
��, ��� ���
 �
 ρac� A
	 ��������,
�
��	���� ρab �� ����� �
� 
��� �	
� ��	��� ��������
� 
� ����� |a〉 �
������
�
�� 5��� Ω1, ��� ���
 �	
� ��� ��������
� 
� �
��	���� ρac �� 5��� Ω2�

)�� ������ ��
����
� �� 
���	���� �
����� '��� �
�� 5���� �	� �������
���������
����� !�� 
���	��� ����
���� ���� �� ���������� ����� ����"
����� �����
� B$)(��/C 9*:, ��	7 	��
����� 9�:, 
	 ��� �() �	
���� '� �	�
��
�� �
 ������� �
	� ��	�������

>
'���	, ��� ��������
� 
� ρac, ���
 7�
'� �� ��� ����� �
��	����, 
����
	��� �
 ���	������ �����	�� ���� '��� ��� 5���� Ω1 ��� Ω2 �
 �
� ����	���
���������
���� '��� ��� ������� 1� ����� ���� ���� �����	�� '����� ���
�	��� 
� ��
��� 	��
���	����
� �� �� ���
	���
 �������

���  
����
 ��� !�
�� �"����
�� #��� �$% �
�����
��

(� ���� �����
� '� �
��
' ��� ����� 
� ���� 9+:� 1��� ��� �
��
'��
 ��������
��.

�*



• ��� ��� ��
�� �	� ��������� �	���	�� �� ����� |a〉
• Ω2, 7�
'� �� ��� F�
�����
F 
	 F�
��	
�F 5���, �� � �
�������

• Ω1, ��		���
 ��� ���
	����
� �
 �� ��
	��, ��� � ����� �	�� << 1

��� ������� ���	�� �&����
�� 
�� ���� ������	� )
 5	�� 
	��	 �� Ω1, ��� �����
�
������
� �
�� �
� ��	� ��� ��� ��	� ρ̃bcΩ1 ��� �� ��
������� )��	��
	�
��� �&����
�� 
� ρab ��� ρac ��	� ���
.

˙̃ρab = [i(ωab − ω1) − γab]ρ̃ab + iΩ1 + iρ̃acΩ2

˙̃ρac = [i(ωac − ω1 + ω2) − γac]ρ̃ac + iρ̃abΩ
∗
2

B��C

(� ������
� '� ������ ��� �
�����
 5��� 	��
������ ������� ��� b → c �	��"
����
�, ��� ��� ��
��� ����� ����	�� �	�&����� ω1 �
������� '��� ωab� )��
�&����
�� 	����� �
.

˙̃ρab = −γabρ̃ab + i(Ω1 + ρ̃acΩ2) B�+C

˙̃ρac = −γacρ̃ac + iρ̃abΩ
∗
2 B��C

$����������
 �&� �� ���
 �&� �+, 
�� 
������.

ρ̃ac = −Ω1

Ω2

− i

Ω2

(∂t + γab)ρ̃ab = −Ω1

Ω2

− 1

|Ω2|2 (∂t + γab)(∂t + γac)ρ̃ac B��C

(� ρ̃ac 	������ �
 ��� 5	�� ��	� 
� ��� 	�
�� ���� ���� 
� �&� ��, ���� ���
�	����
 ��	� Ω1 + ρ̃acΩ2 �������� �� �&� �+� (� 
���	 '
	��, ��� �����
�
��	���� �
��	�����
� ����	��	�� '��� ���
��"��
�
� ��������
� �
 �	�����
��� ������� 
� ρab� )�� ������� 
� ��
��� 	���
��� �
 Ω1 
� ��� a → b
�	������
� �� 	�<����� �� ��� ������� 
� Ω1 ���
	���
��

)��� 
���	� �� ��� ���
�� ��	� 
� ��� 	�
�� ���� ���� 
� �&��� ��� ��
��
������, ���� ��.

(∂t + γab)(∂t + γac)Ω1 << Ω1/|Ω2|2 B��C

)��� ρ̃ac ������������� �
��
'� ��� ��	����
�� 
� Ω1� @���� ���� ρaa
∼= 1, ���

�
����
� ρ̃ac = −Ω1/Ω2 �������� �
		���
��� �
 ��� ��	7 �����.

|D〉 =
Ω2√

Ω2
1 + Ω2

2

|a〉 − Ω1√
Ω2

1 + Ω2
2

|c〉 B��C

��



)��� �� �� ���
	���� �����	� 
� �(). ����	����
� '��� ��� ��
��� 5��� Ω1

����������� ���	�� �� ��� ��	7 �����, ����7� '��� 
���	� �� 
���	 ��	��"�����
�	
������ ���� �� 3
��	��� /
������
� )	�����
 B3/)C9�:�

$����������
 ρ̃ac ���
 �&� ��, 
�� 5����� 
������ ��� ���	����
� 
� 
������
�
��	����.

ρ̃ab =
i

|Ω2|2 (∂t + γac)Ω1, B� C

�	
� '���� '� ��� ��������� ��� ��
��� �������7 
� ��� ���
���
 ��
��� 5���
Ω1�

��� �$% #��� �"����
�

$����������
 �&� � ���
 �&� �� 
�� 
������.[
∂

∂z
+

(
1

c
+

α0γab

2|Ω2|2
)

∂

∂t

]
Ω1(�r, t) = −α0

2

γabγac

|Ω2|2 Ω1(�r, t) B��C

)��� �&����
� ��7�� ��� ����� �
	� ����	����
 	��
���� ����� '��� �	
��
�"
��
� ��	
�
� �� �������� 
� �'
"����� ��
�� �� ��� �����	 	�
���� >
'���	,
��� �	
��
���
� ��	�����	� �	� ������ ����	��.

• ��� ���
	���
� �
�?����� �� 	������ �	
� α0 �
.

αΩ = α0
γabγac

|Ω2|2 B�#C

1��� ������� γab ��� γac ������ 
� ��
�� 106s−1 ��� 103s−1 	�����������,
�� Ω2 �
��	
� 5��� ���� �	�&����� 
� 
	��	 3 105s−1 �� ��
�
� �
 	�����

������ �� �'
 
	��	� 
� ��
�������

• ��� 
	
�� ���
���� �� 	������ �	
� � �
.

v =

(
1

c
+

α0γab

2|Ω2|2
)−1

B�*C

1��� ��� ���� ����	���� ��	�����	�, ��� '��� α0 = 103m−1, ��� 
	
��
���
���� ��
���� �
 �
 �
	� ���� 200m/sK

)�� '��� �&����
� ���
 ����� �� ����, '����� ��� �	�����	���� '���
', ��
���
���
 �	�������
 '��� 
� ��� �
	� Ω1(t− z/c) �� �	�� ����� ��	�� ���
 ���
�
	� Ω1(t − z/v) �� �� �	
��
���� ��	
�
� ��� ������ ������� )�� '���

�+



�	���	��� ��� ����
	�� �	
5��, 8��� ����	

��
 ������� �
��	����
� �� ���
����
	 v/c� )�� 5��� ��������� �� ���
 �	���	��� ��� �
 �
�������� �� ���
����	���� 
� �	�� ����� ��� ������ ������� )��	��
	� ������	 ��� ���
���

��
��� ��	���
� �
	 ��� �����	�� '���� �� �=����� �� ��
'��
 �
'�, �	
�����
���� ��� ��
��� �� �
������� '����� ��� �	�����	���� '���
'� 4
' '� ����
���	��� ��� �
��
� 
� �
�����

��� �������

)�� �() '��� �&����
� ��� ���� ��	���� '����� ��� ��������� �
�����
�
������� )�� ���
���
 5��� ��	����
�� ���� ���� ������� �
 �� ��
' ��
�
�
�
 ���� ��� ����� �
��	���� ��� ����������
���� ��8��� �
 ����� !�� ��"
����� ��� ��������� �
�����
� �
 ���� �� ��� ���
���
 5��� ��	��� �

 	������,
���� �� ��� �����	�� '���� ������� �
�� �������
 ������ -�� �� ���	����	�0� ���
��
��� �����	� '���� �� ��� &������� Ω−1

1 ∂tΩ1� -�� ��� ��
��� �� ��		
'�	
���� ��� ���
	���
� ����'���� γab, '���� ����� �
. (∂t + γab)Ω1

∼= γabΩ1�
)��� ��� ��������� �
�����
� 	���� �� (∂tΩ1)/Ω1 << |Ω2|2/γab� )�� �	���"
��	���� '���� '
��� ���� �� 
���� �� δT = |Ω2|2/γab� )��� 	����� ����
�� �������� �
	� ��	������� )�� ��=�	������ �&����
�� '� 	��� 
� − %�
��
�&����
� ��� '��� �&����
� − 
��� �
���� �
��� ����	����
�, �� ������	����
�� ��� �����	 ���
	���
� �
�?������ >
'���	, '� ���� ��� 
��	��� �	������"
��
� ��	
�
� ��� ����	� ��
� �������� �
 ��5�� ��� �	�����	���� '���
'�
-�� ��� ���
	���
� �
�?����� �� Δ �	
� 	��
����� �� ���	
������� �� ���
������
�. α(Δ) = α0[1 − e−(Δ/δT )2 ]� )��� ��� �	��������
� ����
	 	���� ��
e−α(Δ)L ∼= e−α0L(Δ/δT )2 , '���� 5����� ����� �
 ��� �	�����	���� '����.

ΔT = δT /
√

α0L =
|Ω2|2

γab

√
α0L

B��C

���  �
	�
� ��� 	��	�����& ��
���� ��
��

)�� ���	
� ��		��� �� ��� ���
���
 ��
��� ��� �� ���	����� ��.∫
|Ω1(t − z/c)|2 dz = c

∫
|Ω1(t − x)|2 dx B�+C

(� 
�� �� ���� �
 ���� ��� ����	� ����� �������
 '����� ��� ������ ������, ���
��		��� ���	
� ���
���, ������ ��� ����	���.∫

|Ω1(t − z/v)|2 dz =
v

c

∫
|Ω1(t − z/c)|2 dz B �C

'���� 	��	������ � v/c 	������
� '��� 	������ �
 ��� �	�� ����� ������ )��	�"
�
	� �
�� 
� ��� ���	
� ��� ���� ���	����� �	
� ��� 5��� �� v << c� (� ���

��



�� ��
'� ���� ���	
� ��� ���� �	�����		�� �
 ��� �
��	
� 5���, �� �

� ��
��� ��
��� 5��� �	
���� ��� �	�� ����� �
 ����	��� ����	����� 4
���������, ���
����� �
��	���� �� ���	����� �� Ω1/Ω2, ����
 �	
�
	��
��� �
 ��� ������"
����
�� ��
��� 5���� )��	��
	�, � ���� '��� �	
��
���� '����� ��� ����	���
��
�
 '��� ��� ��
��� 5���, ����
�
� ��� �����	 �
�� �
� ��		� ��� ���	
��

(� 
�� ��	����� �'������ 
= ��� �
��	
� 5���, ��� 	������� ��
��� 5���
��������	�, ����
 ���
	��� �� ��� ����	���, '���� ��� ���� '��� ��
�� �	
�"
�
����
, ��� ��	����� �� �
�
 �� ��	������ �� ���
��	���� �	
������� !��
���	
��	�� ���� ���� ��
�� �� F��
����F� �������� 
�� ��
��� ��� ���� ���
��
��� 5��� ��� ���� ����� ���
 �'
 ��	��� !� ��� 
�� ����, ��� ���	
� ���
���� 	��
��� �� ��� �
��	
� 5���� !� ��� 
���	 ���� ��� ���
	����
� �
�����
��� ���� ��
	�� �� ��� ����� �
��	���� 9��:�

1��� ��� �
��	
� 5��� �� ��	��� ���7 
�, ��� ��
��� 5��� �� 	������ �	
�
��� ����� �
��	����� )�� 	���
	�� 5��� 	������ ��� �	

	����
�, ������
 ���
�
�����
� ���� '���� ���	
� �� ��� ���7 �
 ��� 5��� �� ��� 
����� 
� ���
������ �������

)
 F��
�F ��
�� '���
�� �
���
 ���
	����
�, 
�� ��� �
 ��7� ��� ����	�
��
��� ����� �
 ����� '����� ��� �
����	��� 
� ��� ������ ������� )�� ��	�

� ��� ��
��� ����	��
 ��� ��
	�
� ������ ����	 �
��	
� 5��� �����
'� �� �
��
�� ���
	���
�� )�� ������� �������
� 
� � ����� '��� ��	���
� τ �� vτ � )���
��� �
 �� ������	 ���� ��� ����	��� ����7���� L� %������ ��� ��
��� �����	��
'���� Δ ���� �� ������	 ���� ��� �	�����	���� '���� ΔT � 3
������
 ��
��
�'
 �
�����
�� ����� �
.

Δ τ << ΔT L/v =
√

α0L B �C

1��� ��� ������
��� �
�����
� Δ τ > 1, ������� 
� ����"�	�&����� A
�	��	
�
�8�
���
�, ��� F��
����F ��
�� ��
	�
� 	�&��	����� 	���� ��.√

α0L >> 1 B �C

��' (����� 
� ��� �������������� �����	�

(� � F��
����F ��
�� �	
����, � ���
�� ��
�
� �	�����
 �� �������� �
 �����
��� ��
� �������� �� ��� �
��
'��
 ����	�
����
� �����.

|Ψ1〉 =
1√
N

(
eiφ(�r1)|ca · · ·a〉 + eiφ(�r2)|ac · · ·a〉 + · · · + eiφ(�rN )|aa · · · c〉) B �C

��



)��� �� � �
�������� ���
�� ��������
� ����� '��	� ��� ��� 	��� 
��	 ��� ���
��
�� ����	�����
 '��� ��� 5���� ��� ��� ��
�� �	� �
�����	�� 
� �� �&���
�

���
, '���� �
�� �
� ��	������ ���
��� �
	 ��� 5���� ������� �������
� 
� ���
��
	�� ��
�� ������ >
'���	 ���� �
�� �
� ����	��	� '��� ��� 
���	�� ������


� ��� �	����� ��������
��

)�� �
�������� ����� �����	� �
 �� �����
���� (� ����
� �� ����
	�0�� ��
� �	
���� 
� ���������� ��
� ������� )��� �� �	������� ��� ���� 
� ����� ����
����
� �� �	
����� �� ��� �	��� 
� � ������������� �����	� ��������� (� ���
������������� ���	
��� ��� ��
�� �
��������� '��� 
������ '
	�� ��	
�
�
� ��������� 5��� ���� �
�� �
� �
���� ��� &������ ���
	����
�� �� � 	�����,
�
�������� ��������
�, '��� ��� ��
�� �
�����	�� 
� �� �&��� �

���
, ��� 
���
����� �������� �	
���� ������ ���� �� ��� �
��
'��
.

(1 + ε2)−N/2
(|a〉 + εeiφ(�r1)|c〉) (|a〉 + εeiφ(�r2)|c〉) · · · (|a〉 + εeiφ(�rN )|c〉) B  C

)��� ����� ��� �� �������� �� � ��� 
� n"��������
� ������.

(1 + ε2)−N/2

{
|Ψ0〉 + ε

√
N |Ψ1〉 + ε2

√
N(N − 1)

2!
|Ψ2〉 + · · · + εN |ΨN〉

}

B �C
'��	� |Ψ1〉 �� ��5��� ��
�� ��� '��	�.

|Ψ0〉 = |aa · · ·a〉
|Ψ2〉 =

√
2!

N(N−1)

(
ei(φ(�r1)+φ(�r2))|cca · · ·a〉 + ei(φ(�r1)+φ(�r3))|cac · · ·a〉 + · · · )

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
|ΨN〉 = ei(φ(�r1)+···+φ(�rN )) |cc · · · c〉

B #C
)�� 1"��������
� �
��
���� �
������� '��� ��� �	���
���� ��5��� ���
�� ����"
����
� �����
��� ����� |Ψ1〉 � (� ��� n"��������
� ������ �������
�, ��� '��
��

� |Ψ1〉 , �� 
���� �� ε2N/(1 + ε2)−N ∼= ε2Ne−Nε2 , ����	 ������� 1/e, � �����
���� �� 	������ �� ε2N = 1 ��� �&���� ��� '��
�� 
� ��� �"��������
� �����
|Ψ0〉 � $���� ε2 	��	������ ����� |c〉 �
������
� �� �� ���������� ��
�, ε2N
�
		���
��� �
 ��� ���	�
� �����	 
� ��
�� �� |c〉� )��	��
	� ��� '��
�� 
�
|Ψ1〉 �� ������� '��� ��� ���	�
� �����	 
� ��
�� �� |c〉 �� ������ 2
	�

���	����, 
�� ������ ����7� ���� ��� n"��������
� ����� ����	�����
� 
����
/
���
� ���������� ��� �� �
�������� '��� ��������
� �� � �
��	��� ����� 
� ���
5��� ��� �� ����	 �
�������� '��� ��������
� �� � A
�7 ����� 
� ��� 5���, '���
� 5��� �����	 
� ��
�
���

��



PD1

PD2

PD3

single photon source

quantum memory

attenuated
classical beam

control field

A�
�	�  . $��
�� ��
�
� ��
	�
� ��� 	��	����� 9��:� )�� ���
�� ��
�
� �
�	��
��� ��� ���
	� �	� �
�� ��
��� 
� ����	"�

��� �� ��
��� /J�, �, � 	��	�"
���� ��
�
������
	��

��)  ��
�� ��
�
� ��
	�
� ��� 	��	�����* ����	�����

)�� 5	�� 
���	����
� 
� ���
�� ��
�
� ��
	�
� ��� 	��	����� �� ��������� ��
J������	 ���� 9��:� � ����	"�

��� ��
� ��
�� �� ���� �� ��� ��
	�
� ��"
��	���� )�� ��
�� �
������ ��
�� 4 109 85Rb ��
��, �

��� �
 100μK �� �
��
���
"
���� �	���

)�� &������ ��
�� ��
��� ��� �
 �� ��		
'�	 ���� ��� �������� J�
����, � ��' MHz"'���� 4
 ��	����	�� ��
�� �
�	�� �� ���� �
 
���	��� ����
�
�
��	
����� ���
�� ��
�
��� � �����5� �
�	�� ��� �
 �� �����
��� 5	���
��
���	 ��
��, ��������� �
 ��� ���
	� ��������, ����� ���� 	
��� � ��	
�
��
���������� ��������� ����, ��	����� ��
�
 �k1, ����������� ���� ��
�� B��� A�
�

 � !�� '���� �
	 ����� ������	��
 �� ��	����
� �k2� J������
� 
� � �����

��



��
�
� �� ���� ��	����
� �	
8���� ��� ��
� ��
�� �
 ��� ���
�� ��������
� �����.

1√
N

(
e−i(�k1−�k2).�r1 |ca · · ·a〉 + e−i(�k1−�k2).�r2 |ac · · ·a〉 + · · · + e−i(�k1−�k2).�rN |aa · · · c〉

)
B *C

'��	� a ��� c 	���	 �
 ��� 
	
��� ��������� 
� ��� ��
��, �
�����	�� �� ��	��"
����� Λ"�������� �� �

� �� � ��
�
� �� �������� 
� /J�, � 	����	 �������
����� �� ��	����� �
 ��� �
�	�� ��
�� ��
�
 −�k1� (� �����	
�� '��� ���� �����,
� ���
�� ��
�
� �� ������� �� ��	����
� −�k2, '��� �	
�������� ��
�� �
 ������
)��� ������
� �
		���
��� �
 ���������� ����� ������	��
 
� ��� �	���
����
�	���	�� ���
��"��������
� �������� ����	�
����
� ������ )�� 	������� ���
��
��
�
� �� ���� ��	����� ��	
�
� �� 
������ 5��	 �
 ��� ���
	� ��
��� )��
�		���� ���� �� ��� ���
	� �� 7�
'� �	
� ��� ����� �������
� 
� /J�� !��
�'������ 
= ��� �
��	
� 5��� �� 
	��	 �
 F��
�F 
	 �
 F�	��F ��� ��
�
�
������ ��� ���
	�� !�� ��	�� ���7 
� ���� 5��� �
 	���
	� ��� ��
�
�� )

����7 ��� ������� 
� ��� 	��
��	�� ��
�
�, 
�� ��	�
	�� �� ����"�
		�����
�
�����	����� 
� /J� ��� /J�, �
��
'��
 ��� >����	� %	
'� ��� )'���
�	
����	�� )�� ���
	� �������� �����	� �
 �� �
 �
	� ���� ��μs� )��� ��
����
��� �
 ��
����� 5��� ���
�

�������

 ��� 
� � ���

! 
������������ "	��
��
��

'�� (��� �	
������
 ��� 	�������
�

)�� �
�� �	������ �() ��	�����	 �� ��� ����� �
��	���� ��������, ��� ����
�
�� �
� 	���	��� ��� ��
��� 
� ����	��� �
 ���� �
����������� ������� ��
-3�3� -
�
 �
��	���� �������� ��� ���
 �� �
��� �� �
��� ����	���� �� ��&���
������ �����	���	�� (� ���� ����	���� ��� ������� 
� �
��
� 7���� ��� ������
�����	� �	
� ��
	����
 
������ ��� ��
�� �����, �� �� -3�3, ��� ���� �����	
����� �
��
� �� �
����� ������� !�� ���
 ��
��� ������� ��������
 ���� ���
�=��� ����	�
����
� ������ ��� ��� �� ������ �� ��=���
�, ���� �� -3�3�
��	� ��	�� �
� �
��� �	������ ���� ���� �
�����	�� �� �
������� �
��� ����"
	��� ���������� �
	 &������ ���
	� ���������
��� !=�	��
 ������	 �
��	����
�������� �	
��	���� �� ��
��� �������, ���� ��=�	 �	
� -3�3 �� ��� ��	
�
���
�

���
�� �	
������
 
� ����	 �����	�� ������

(� -3�3 ��� ��
�� �
�� �
 ��
'�� ���� ��� J
����	 ����� �
�� �
� �=���
��� ���
	���
� ���� �	
5��� (� �
��� ����	���� ��� ������� 
� �
��
� 
� ���
���
	���
 �����	� 	�<���� ��� ��	��
�� 
� ����	 ����	����
� '��� ��� �	������

� 



(���	����
� ������� ���	
� ����� ����� ���, ������� ��� �	����� �� ����	 ��	����,
��� ����� ��	��� �	
� ���� �
 ����� �� � 	����� ��� �	������
� �	�&����� ��
�
� ���&�� �
	 ��� ��� ���
	���
 �����	�� (������ ��� �	������
� �	�&�����
�� ����	������ 
��	 � �	
�� �����	�� ����	���, '�
�� '���� Wab, ����� ���
���
�

���
�� '����, ��������� 	��
�� �	
� � ��' GHz �
 ����	�� ���� 
�
GHz�

%��
	� ���
	�
	����
 ���
�

���
�� �	
������
 �� �() ��������, '� ����
���	��� ��=�	��� ������� 
� ����	����
� '��� ����	
������ !� ��� 
�� ����,
��� ����	����
� ������ ��� ���	
� ������, '���� 	������ �� ��� ���
�

���
��
�	
������
� )��� 	��	������ � ������ ������� 3

���
 �
'� �
 � ��' D������
�
�� �
� ��
��5������ ����
� ��� ����� ������ !� ��� 
���	 ����, ����	����
�
���
 �������� � ��������� ������, �
		���
����
 �
 ����	����
� <�������
���
!� �� a → b �	������
�, ���� �� 	�<����� �� ��� ������ 
� ��� �
�

���
��
'���� γab '��� 	������ �
 ���� ��� �
������
� ����� 	��� γb/2� 1��� ���
������ �� �

��� �
'�, γab ���	����� ��� 
��� ��
��	 �
 γb/2�

>
'���	 �
�

���
�� ��� ���
�

���
�� '���� �	� �
� ��=�	��� ��
�������� )��� �� � &�����
� 
� 
���	����
� ���� ������ $��� �=��� ���� �����	�
�� � <�������
� �� � 
���� ���� �����, ��� ���� �
��	������ �
 �
�

���
��
�	
������
, ��� �� 	�
�	��� �� � ������ �����	� 
� � ��
	��	 ���� �����, ���
���� ��	���� �
 ���
�

���
�� �	
������
�

(� ��� ������� 
� ���
�

���
�� �	
������
 '� ���� ��	�
	��� ��� ����"
���� �� ��� �������� 
� ���
��"��
�
� 	��
������ )��� �� �
� ����� ����
	�
�� ���� 
� ��	
� ���
�

���
�� �	
������
� $����	�� �������� �
 ���
��"
��
�
� 	��
����� ��	��� �	���������� ��
�
 ��� ��
��� (������ 
� ��	�
	�"
��
 ��� �������� �� ���� �
����, '� �
' �
�����	 � �����	�� �
���� ���	
���,
��	
�
� ����"�
"�	�&����� A
�	��	 �	����
	��

'�� +
��	�,���
� ��� ��������������

)
 ���
��� �
	 ��� ����	�����
� 
� �	������
� �	�&�������, '� 	�'	��� ���
���	
�
��� �
��	�0���
� ������� �� ��� �
	�.

P (�r, t) = −μab

∫
dωabG(ωab) [ρab(�r, t; ωab) + ρba(�r, t; ωab)] B �C

'��	� G(ωab) ������ �
	 ��� �����	�� ��� ������� ����	�����
� ��', �
	����0��
�
 ��� ��
� ������� ��	 ���� �
���� n ��.

∫
dωabG(ωab) = n� )��� �


��



�	�&����� A
�	��	 �	����
	� ����� �
.

P̂ (�r, ω) = −μab

∫
dωabG(ωab) [ρ̂ab(�r, ω; ωab) + ρ̂ba(�r, ω; ωab)] B +C

(� �����	 
����� �
�����
��, '���� ����� �
 
�	 '��7 ��
��� 5���, ��� �
��	"
�0���
� ��� �� ���	����� ��.

P̂ (�r, ω) = ε0χ(ω)E(�r, ω) B��C

'��	� χ(ω) ���
��� ��� �����	�� ��������������� )��� �
	����, '��� 7�
'� ��
�����	
�������, ���
 ������� �
 �����	
��������, �
�	��
� ��
 

�
	��� �����

����
� �

 
��

��
� �� ��
 �

��
��� ������
� $�������
 ��� ��������������
��� ��� 5��� ��������� ���
 �
������ ��� ��
����� �	�&����� �
��
����� 
��

������.

P̂ (�r, ω) = ε0

[
χ(+)(ω) + χ(−)(ω)

] 1

2

[
Ê(�r, ω) + Ê∗(�r,−ω)

]
B��C

)�� �
������ B	���� ��
�����C �	�&����� �
��
���� 
� ��� 5��� �������� ��
��� ω ≈ −ω1 B	���� ω ≈ ω1C 	�
�
�� -�7�'��� ��� �
������ B	���� ��
�����C
�	�&����� �
��
���� 
� ��� �������������� �������� �� ��� ω ≈ −ωab B	����
ω ≈ ωabC 	�
�
�� )��	��
	� ��� �	
��"��	� χ(+)(ω)Ê∗(�r,−ω)+χ(−)(ω)Ê(�r, ω)
�������� ��� ��� �
��	�0���
� ������� 5����� 	���� ��.

P̂ (�r, ω) =
1

2
ε0

[
χ(+)(ω)Ê(�r, ω) + χ(−)(ω)Ê∗(�r,−ω)

]
B��C

(� 
	��	 �
 ����	���� ��� ��������������, ��� �� �
�� ���7 �
 ��� ��	��"�����
������ %�
�� �&����
�� )�� �	������
� �	�&����� �� �
' ����	������ 
��	 ���
���
�

���
�� '���� 
� ��� ���
	���
� ����� 1� ����� ������ ����.

��� χ(ω) ������ �	�
	& ���� ��� )�	� ���
���	 
����� ��� ��		�
��* �����+�������,

P (�r, t) = F
[
P̂ (�r, ω)

] ∼= ε0χ(ω)F [E(�r, ω)] = ε0χ(ω)E(�r, t)

��-�� ��� ���� ��������� ��	���.����� ������& �����������	 �� ��� )�	�� �� �� ��� ���/���
&

������% ���� ���	��� ������������� �������� �� ����
�	 �+
������� ��� ���
���� ��� 
����	


����
��� �� ��� �������	 ���
����% ��� *�����	 �+��������� ��		& �

������* ��� 
����	��&�

����� ��,

P (�r, t) = F
[
P̂ (�r, ω)

]
= ε0

∫
dτχ̌(τ)E(�r, t − τ)


���� χ̌(τ) = 0 
��� τ ≤ 0

�#



• ��� ��
��, '������	 ����	 �	������
� �	�&�����, ��������� ��� �� ����� |a〉
• ��� ��
��� B	���� ��� �
��	
�C 5��� 
��� ������� ��� a → b B	���� b → cC

�	������
�

�� '� ��	���� �
�����, �	
��"�
��	�0��
 ��� ��
�� ����� ��� �� ��
�
� �

����	����� �	��� ��� �'
 �	������
�� '��� ��
���	 �������
� 	���� ������ >
'"
���	, '��� ��� �'
 �	������
�� 
��� ��=�	 �� ����	 �	�&�����, ���� �	� �
�����
�
 � ���
�� �����5� 5��� 
��� �� ��� 
	
��� ����� ��������
 �� ���� ��	
�	 ����
��� �
�

���
�� '�����, ��� ���� �	�&������� ��� ��� �	������
� �������
��
)��� 	�&��	�� ���� Wab << ωac� 1� ����� ��� �
' �
 �
�� �	��������� '���
���� �
�����
��

$���� Ω2 �� � �
������, ��� %�
�� �&����
�� �
	 ρ̃ab ��� ρ̃ac �	� �����	
���	����
�� 
� ���� ��������� &��������� ��� ��� �� �
���� �� A
�	��	 �	���"

�
	����
�� (� ��	�� 
� ρab, E(�r, t) ��� ��� ��' ��	����� ζ = ρ̃ace
i(ω1t−�k1.�r),

�&�� �+ ��� �� ��	� ���
.

ρ̇ab = [iωab − γab]ρab + i
μabE(�r, t)

2�
+ iζΩ2

ζ̇ = [i(ωac + ω2) − γac]ζ + iρabΩ
∗
2

B��C

/	
������
 �
 A
�	��	 �	����
	����
� 
�� 
���.

[i(ω − ωab) + γab]ρ̂ab(ω) = i
μabÊ(�r, ω)

2�
+ iζ̂(ω)Ω2

[i(ω − ωac − ω2) + γac]ζ̂(ω) = iρ̂ab(ω)Ω∗
2

B� C

�*



%� ����������
 ζ̂(ω) 
�� 5����� 
������ ��� 
������ �
��	���� ���	����
�� .

ρ̂ab(ω) = i
μabÊ(�r, ω)

2�

i(ω − ωac − ω2) + γac

[i(ω − ωab) + γab][i(ω − ωac − ω2) + γac] + |Ω2|2 B��C

)��� ���	����
� ������� 
� �
�� ��� ω − ωab �������
 
� ��� a → b ���
��"
��
�
� �	������
� �
 ��� Ê(�r, ω) ��
��� 5��� �
��
����, ��� ��� ω−ωac −ω2

�������
 
� ��� a → c �'
"��
�
� �	������
� �
 ��� �
��
��� ��������
�
�� Ê(�r, ω) ��� ��� �
��	
� 5��� �� ω2� -�� ω

(0)
ab 	��	����� ��� �����	 
� ���

��
� �����	�� ����	�����
� G(ωab)� A
	 ��7� 
� ���������� ��� ��������
 ωac ��
������� �
 �� ��� ���� �� ��� ��� ��
��� (� 
���	 '
	��, '� ����
�� ���
a → c ����� �	������
� �� �
� ���
�

���
���� �	
������� (� 
���	�� ���� ��
�
� �	�� �� � �
���, ��� ���
�����
 �
	 ����� �	�&����� ����	�����
� �	
�����
��
�
 ��� ���� ����� �� ��� �	����� ���������
� ��� ��� �� ���	��
����� �������
@���� ��� 5��� ωac �����, ��� �����	 
� ωbc ����	�����
� �� �
����� �� ω

(0)
bc =

ω
(0)
ab − ωac� �������
 ���� ��� �
��	
� ����	 �� ����� �
 	��
����� '��� ����

����	�� �	�&�����, �
 ���� ω2 = ω
(0)
bc , �����������
 �&� �� ���
 �&�  +, ���

�
���	��
 '��� ��� �������������� ��5����
� B�&���C, 
�� 5����� 
������.

χ(+)(ω) = −i
μ2

ab

�ε0

∫
dωabG(ωab)

i(ω − ω
(0)
ab ) + γac

[i(ω − ωab) + γab][i(ω − ω
(0)
ab ) + γac] + |Ω2|2

B�#C
)�� ���������� ���������
� ��� �� �
������� ������ �� ��� ��
� ����	�����
�

�� 
���� ��� �
��
'��
 -
	���0��� �
	� 9��:.

G(ωab) =
n

π

Wab

(ωab − ω
(0)
ab )2 + W 2

ab

B�*C

���� 
������
� ρab(t) ���� ������& ��� 
����	��& 
��������% ���� ρab(t) ���� ��� ������
�� E(�r, t′)� 
��� t′ > t% ���� 
�������� 
�� �� �����	���� �� ��� ���/���
& ������% 0&

������� 1������ �������������� ρab(t) 
�� �� �+������� ��,

ρab(t) =
i

2π

μab

2�

∫
dt′E(�r, t′)

∫
dωeiω(t−t′) i(ω − ωac − ω2) + γac

[i(ω − ωab) + γab][i(ω − ωac − ω2) + γac] + |Ω2|2

��� ���"
����	 
������������ ������* ���� t′ > t� �� �������� �& 
������ ����*������ ��

��� 	�
��"��	� 
���	�+ �	���% �� ��-� ��� ���"
����	 
����������� �� ������� ��� ��� ��

�������� �� ��� 	�
��"��	� �	��� ���� 
��
�	% ��
����� ��� �� ��� �
� ��	�� �� 	���� ����

��� �� ��� �����"��	� �	��� �� *��� ��� 
����	 
�����������% ��������� �� � ��	� �� 	�
����

�� ��� 	�
��"��	� �	���� ��� 
�����������* ������� ���� ������% ��� ����	& 
��
-� ����

i(ω − ωac − ω2) + γac 
����� ������ �� � ��	� ������* �� ��� 	�
��"��	� �	���% ���������


����	��& ������� ���� ���� ��	�� ��� �� ��� �����"��	� �	���%

��



$������
� 
��	 ωab �� ��	�
	��� �� �
��
�	 ����
	��� !�� ��� �
���� ����
��� 
��� �
�� �� ��� ����	"���� �
����� ����� �� �
����� �� ωab = ω

(0)
ab +iWab�

!�� 
������.

χ(+)(ω) = −in
μ2

ab

�ε0

i(ω − ω
(0)
ab ) + γac

[i(ω − ωab) + Wab + γab][i(ω − ω
(0)
ab ) + γac] + |Ω2|2

B��C

(��
�

���
�� �	
������
 
��� 	������ �� ��� ����������
� 
� ��� �
�

�"
��
�� '���� γab '��� ��� �	
������ ����'���� Wab + γab� 1���
�� ��	���	
�������
���
� '� ��� �
������ ���� ��� ���	����
�� �
	 ������� �	�����	����
��� 	������ 
	
�� ���
����, '� �	���
���� ��	���� �� ��� ������� 
� ���
"
�

���
�� �	
������
, �	� ����� ����� �	
����� γab �� 	������� ���	�'��	� ��
Wab + γab� (� �
��� �� ��
'� ������ ���� ����� �	������
� ���
�

���
��
�	
������
 �� �
		����� ����	���� '��� ����������
� 
� Wac + γac �
 γac�

'�� -��� �"����
� �� ��� �����	�� �
����

)�� ����
	�� �����	� �����
��� �� $����
�  �� �
�����
��� �� �� ���������
���	
������
�� )�� �	����� �����	�� ��������, �
� ������� �� ���� �
�����
�,
�� '
	�� �������
 � ������ ��	���	�

(� ��� �����	�� �
���� ��� '��� �&����
� 	���� ��.

ΔÊ(�r, ω) +
ω2

c2
Ê(�r, ω) = −ω2μ0P̂ (�r, ω) B�+C

)�� �
��	�0���
� ������� ����
 ���	����� �� ��	�� 
� ��������������, ��� '���
�&����
� �
	 ��� �
������ �	�&����� 5��� �
��
���� 	���� ��.

ΔÊ(�r, ω) +
ω2

c2

[
1 + χ(+)(ω)

] Ê(�r, ω) = 0 B#�C

)�� 5��� �� ������� �
 �� � ����� '��� �	
��
����
 ��
�
 Oz� !�� �

7� �
	
� �
����
� �� ��� �
	� Ê(�r, ω) = E(ω)e−iκz� )�� '��� �&����
� ���� 	������
�
. (

ω2

c2

[
1 + χ(+)(ω)

]− κ2

)
E(ω) = 0 B#�C

1��� κ = k′ − iα/2, ��� �
����
� �� 
���� ��.

k′2 − α2(ω)

4
= k2

[
1 + χ

(+)
r (ω)

]

α(ω) = − k2

k′2 χ
(+)
im (ω)

B#�C

�+



'��	� χ
(+)
r (ω) ��� χ

(+)
im (ω) 	����������� ����� �
	 ��� 	��� ��� ���
���	� ��	�


� χ(+)(ω)� G���	 ��� ��������
� ����
∣∣∣χ(+)

r (ω)
∣∣∣ << 1 ��� α(ω) << ω/c,

��� '��� ����
	 7L ��� ��� ���
	���
� �
�?����� α(ω) 	��� ��.

k′(ω) =
ω

c

√
1 + χ

(+)
r (ω)

α(ω) = −kχ
(+)
im (ω)

B#�C

$����������
 �&� �� ���
 �&� #�, 
�� ������ 	��
��	� ��� �	���
���� 
�������
���	����
� 
� 
������ �� 	��
������ (� ��� ���� '�� 
�� ��� ��������� ���
���
���� 
	
�� �� 	��
�����, 
���� ��� ��5����
� �� v = (dk′/dω)−1�

2
	� ����	�����
��, ��� 
="	��
����� 	�
��� ��� �� ����
	��� J��	�
�	�"
��
 ���
�

���
�� �	
������
, ��� ��������
 �������������� �
 ���
�� 
	��	
�� � ������
� 
� �������
, 
�� ��� ���	��� ��� �	��������� �
'�	 �����	��
I(z = L, ω) ��.

I(z = L, ω) = I(z = 0, ω) exp

{
−α0L

(
γacγab

|Ω2|2 +

[
(ω − ωab)γab

|Ω2|2
]2
)}

B# C

'���� ����� �
 � 
�������"����� �	�����	���� '���
' '�
�� '���� �
	���
'��� �&� ���

'�� .��
	� ����#����

(� ��� �	
����� 
� ��
��� �	
������
 ���������
��, ��� �	�����	���� '���� ��
� �	������ ��	�����	� )��� &������� ��� ���� ��	���� ��
�� �� ������� 
	��	
�������
� 
� ��� ��������������, ��� '� ���� �
� 	���	��� �
 ���� ����� �������

	�
�
�� 3
�����	��
 �&� ��, 
�� 
���	��� ����, �� �
�����
�� 	�&��	�� �
	 ���

�����
 
� ��� �	�����	���� '���
', '��� |Ω2|2 >> (Wab + γab)γac, χ(+)(ω)

�������� &����"���
���	����� �� ω − ω
(0)
ab = ±|Ω2| B��� A�
� � C� !�� ������

��	�5�� ����, �� ����� �����	�� �
����
��, ��� ���
	���
� �
�?����� 	���	��
�
 ��� ������� ����� α0� )�
�� �'
 ���
	���
�� ���7� 	�<��� ��� �����	"
)
'��� ��������
 
� ����� b� )��	��
	� ��� �	�����	���� '���� �����	� �
 ��
������� �� ��� �
��	
� 5��� ���� �	�&������

)��� 	����� ���
 
���� �
�� ���
	����
� 
� ��� �������� 	��
� 
� �&� # �
)	�����	���� '���� ��������
� �
 |Ω2| 	�&��	�� ���� ΔT < |Ω2|, '��	� ΔT

�� 
���� �� �&� ��� )��� �� �
�������� '��� ΔT < |Ω2| < γab

√
α0L, '����

�
		���
��� �
 � �	�����	���� '���
' ��		
'�	 ���� ��� ���
	���
� �	
5���

��



tr
an

sm
is

si
on

co
ef

fic
ie

nt
0

2 Ω2

1

frequency

A�
�	� �. �() �	��������
� �	
5�� ���������
 ��� �����	 )
'��� �
������

!�� ��
�� �� ������� �
 ���	���� ��� �
��	
� 5��� ���� �	�&����� ��

	��	 �
 ���	
�� ��� ���
	� 
��	���
� ����'����� >
'���	 
�� ���� 7���
�� ���� ���� � ����� ���
���� 
	
�� �� �������	� �
	 �?����� ���
	����
�
�	�����	 �	
� ��� ��
��� 5��� �
 ��� ����� �
��	����� G���	 �
�����
�
|Ω2| < γab

√
α0L, ��� �	�����	���� '���� ��� �� ���	����� �� ��	�� 
� ���


	
�� ���
���� ��.
ΔT = 2v

√
α0/L, B#�C

'���� ������� ������	 
� ��� ���
	���
� ����'���� �
	 
� ��� ���� �	�&������
A������ �� ��
��� �� �
����� ����, �� ����� �	������
� �

 �� �=����� ��

���
�

���
�� �	
������
, ���� ��� 
	
�� ���
���� �
'�	 �
��� �� ����	�
"
	����, ���	�����
 �	
� γac/α0 �
 Wac/α0�

'�' �$% ���
���	���
� �� �
����

)�� �() �	
���� '�� 
���	��� �
	 ��� 5	�� ���� �� � 	�	� ��	�� �
� �
���
�	����� 
� Pr3+ : Y2SiO5 �� �++* 9��:� ����	����� 
��	���� 
� �	������
�
1D2 −3 H4 �� 606nm B��� A�
� #C� 1��� � I = 5/2 ������	 ����, ����
�����	
��� ����� �� ��� ����� ��
���	���� >���	5�� ����	����
� ����� ��
���	���
���
 � ���	� 
� ���"������, '��� � ��������
 �� ��� MHz 	��
�� � Λ ������ ��

������� '��� �'
 �
'�	 ��������� �	� �
������� �� 
������ �	������
� �
 �
�
��
� ����	 ���"������

(��
�

���
�� �	
������
 	������ Wab = 4GHz� )��� �� ���� ��	
�	
���� ��� 
������ �
�

���
�� '���� ��� ��� ���"����� ������
 ��� �
�� �
�

��



1D2 

3H4

±1/2
±3/2
±5/2

±1/2

±3/2

±5/2

4.8 MHz

4.6 MHz

17.3 MHz

10.2 MHz

606 nm

A�
�	� #. )�	��"����� Λ"������ �� Pr3+ : Y2SiO5� (� ������
� �
 ��� �'
 5����
���
���� �� ��� �() �	
����, � ���	� ���� �� ���� �
 	����� �
�� �	
� ���
3H4(±5/2) 
	
��� ����� ��������� ��������
 ��	��� �
 ������ ��� ������ �
��
'����� � ��		
' �����	�� ����	���, ���� 	������
 ��� �=������ ���
�

��
��
'�����

��



������� ��� ���
�

���
�� �	
������
 �
�����
�� 
� ��� ���������
� �� �����
�
���� (����� '� ��	�
	��� ���� ���������
� ����	 ��������
� ���� Wab <<
ωac�

��������, � �	���	���
� ���� �	��5������ 	������ ��� �=������ ���
�

�"
��
�� �	
������
 �
 ��7� �� �
�������� '��� ��� ��
�� ���������
�� )�� �'

5���� ���
���� �� ��� �() �	
���� 
�������� ���� ��� �
�� �
 ��� ���	� 
	
���
�������� ���� ����� ��� 	
�� 
� � �������
 ������ )�� ���
	��
� �	
5�� �� ����
�
����� �������� 
��	 ��� �����	�� ����	��� '����� 	���� 
� ��� �() 5����� �
��		
' ���
	���
� ���� �� ���� 	���
	�� �� � �
�
��	
����� 	����� ����
���� 	���	�� � �����5� �����	�� ����� 
� �
�� �	
� ��� �������
 ����� �
 |a〉
������ )�� '���� 
� ���� 
	
�� 
� �
��, ������� �� ��� 	����� ����	 ����'����,
	��	������ ��� �=������ ���
�

���
�� �	
������
 W eff

ab ���� ������ �����5��

��� �
�����
� W eff
ab << ωac�

!�� ��� '
���	 ��
�� ��� �
��	�����
� �	
� �
��, ��	 �	
� 
������ 	��"

�����, ��� ����� ���������
 ��� �'
"��
�
� �	������
� 	��
����� �
�����
��
�������� 
��� �
�� '��� ���������� �������� �
������
� ��� �
��	����� �
 �
�'
"��
�
� �	
���� ���� �� �(), ����� ��� ����� �	������
� �	
�������� ��
�	
�
	��
��� �
 ��� �������� �
������
� ��=�	����� A�	 �	
� 
������ ������"
��
� �� ��� ��=�	��� 5����, ��� ��������� �	� �&����� �
������� �� ���	���
�&�����	��� ��� ��
�� �
�� ��� �� �
�
	���

)�� ����� �	������
� �� �=����� �� � ≈ 50kHz ���
�

���
�� �	
��"
����
 �� Pr3+ : Y2SiO5� )��� �	
������
 ��
��� �� ���������� �
 γac �� ���
�() �	
���� ����	����
�� A������, � 60kHz"'��� �() �	�����	���� '���
'
'�� 
���	����

!���	����
� 
� �() '�� 	��
	��� �� ��	�
�� 
���	 �
��� ����� ����	����
���� �� �����
�����
	� 9� , ��:, ���	

��"������� �
�
	 �����	� �� ����
��
9�#:, Nd3+"�
��� �	������ 9�*: ���, �
	 ��� ���� ����
, Pr3+ : Y2SiO5 �����
�� ��	 
��

�� ����� ������� �� ��	�� 
� ����� �
��	���� �������� 
	 �()
�?�������

$�
���� ��
�� '�� ���
 ���
���	���� �� � Pr3+"�
��� �	����� 9��:, '���
� ���
	� �������� 
� � ��' ����	��� 
� μs� )�� ��
	�
� �������� '�� ����
�	���������� ���	����� �
 �
	� ���� 1s �� �� ����	����� 
	
�� 9�+:� ���
����� '
	7� ���� ���� ��	�
	��� '��� ��������� ��
��� ;������ ��
�� ��
	�
�
�� � �
��� ��� ��� �
 �� 
���	����

��



# $�����	� �	�� �� �"��	"
�� ��

��

(� �() ��� 
��	���
� ����'����, 
���� �� ��� �	�����	���� '���
', �� ��"
	����� 	������ �
 ��� �
��	
� 5��� ���� �	�&������ �� ��
	�
� ��� 	��	�����
�
�� ��� ��
��� ��� ��� �
��	
� 5���� ���� �
 �� �	����� ���������
���� '�����
��� ���
	�� 1� �
' �
�����	 �� ����	������ �	
�
�
�, 5	�� �	
�
��� ��
����9��:, ��� �������� �� ��	���	 ������� �� 9��:� )��� �� ����� 
� ��	���
���
	���
�� )�� ��
��� �
 �� ��
	�� ����	���� ��
�� '��� ��� ������ ����"
	���� )�� 
��	���
� ����'���� �� �������� �
 �� 	������ �
 ��� ���
	���
�
����'�����

)�� +
��	�,���
� �
������& �
��	���� ��	�����

�� ��	���� �
����� �� �����
� ���, ����� ���
	����
� ��� �
 �� ��
	�� 5	��
���
 ��� 
������ �
��	���� ρab, ��� ���
	����
� ��		��	 ����� ��	���
� ����
�� ���� ������	 ���� ��� ����	�� �
�

���
�� '���� γab� >���� ��� �����
�����	�� '���� ���� �� ���� ��	
�	 ���� γab� (� ������
�, ����� ��
	�
� ��
����� 
� ���
	���
�, ��� ����� ���� �� ��		
'�	 ���� ��� ���
	���
� �	
5���
(� �� �
�

���
���� �	
������ ������, '��	� ��� ��
�� ���� ��� ����
�	������
� �	�&�����, ��� ���
	���
� ����'���� �� 
���� �� γab

√
α0L� >����


�� �� ���� '��� ��� ��	� 	���	������ �
�����
�
√

α0L >> 1, ������	 �
 ��� 
��
��	���� ��� �� ��� �	��� 
� �()� (���	�����
��, ��� �
�����
� ��� �� ������
	������ �� ���
�

���
���� �	
������ ����	��� '��	� ��� ���
	���
� '����
��� �� ��	 ������ γab

√
α0L� (� ��� �
��
'��
 '� ���� 	���	��� ��� ��������
� �


���
�

���
���� �	
������ ������ !�� ��� �
���� ����, �� �() 	�
���, ���
�
�����
�

√
α0L >> 1 �	������ '�����	 ��� ���� �� ���
�

���
���� �	
��"

���� 
	 �
��
)�� ��
��� 	���
��� �
 � '��7 ����� '�� �
�����	�� ��	���� �� ��� �	���


� �()� )
 ����	��� ������ ���
	���
� 
�� 8��� ������� Ω2 �� �&� �# ���

������.

χ(+)(ω) = −i
μ2

ab

�ε0

∫
dωabG(ωab)

1

i(ω − ωab) + γab
B##C

�������
 ��� �
�

���
�� ���� �� ���� ��		
'�	 ���� G(ωab), 
�� ������5��
χ(+)(ω) ���
.

χ(+)(ω) = −iπ
μ2

ab

�ε0
G(ω) B#*C

��� ��� ��
��� 	���
���, �� 
���� �� ��� �
��	�0���
� �������, 	���� �� B���

� 



�&� ��C.

P̂ (�r, ω) =
1

2
ε0

[
χ(+)(ω)Ê(�r, ω) + χ(−)(ω)Ê∗(�r,−ω)

]
B#�C

$���� ��� ���
�

���
�� ����	�����
� G(ω) �� ������� �
 �� ���� �	
���	
���� ��� ���
���
 ����� �����	��, ��� ��
�� �&����
� ����� �� ���� ��� ��
���
	���
��� ������� ��� ���
���
 ����� �� ��� �����	�� �
����� )��	��
	� ���"
�
	�� �	
5��� �
������ �

� (� 
���	 '
	�� ��� ����	��� 	���
��� �
�� �
�
��	���� �
 ��� ���
���
 �����, �
�������
 �� ��� 5��� �	
�� �
 0�	
� )�� ��"
��������
�� ���	����	 
� ��� ����	��� 	���
��� �� ��� 	���
� '�� ��� �����
�	
��
���
� �� 8��� 	�<����� �� �� ���������
� ����
	�

>
'���	, �	
����� ��� �
�

���
�� '���� �� ���� ������	 ���� ��� ��"
��	�� ����� ��	���
�, ��� ��
��� �
��	����� �������� �
�
 ����	 ��� ����� ���
����� �'��� )��� �� �
�5	��� �� ��� ����
	�� %�
�� �&����
�� ���
	���
 �

�&� ��, �
 5	�� 
	��	 �� ��� 5��� ���������, �������
 ��� ��
�� �	� ���������
�� ����� |a〉, 
�� 
������ .

ρab(ωab;�r, t) = i
μab

2�

∫ t

−∞
dt′E(�r, t′)e(iωab−γab)(t−t′) B#+C

)�� �
��	����, ����� �� ��� ���
���
 �����, 	������ '��� 	��� γab ��� ���
��	���� �
�
 ����	 ��� 5��� ��� ��������� )�� 
	�
�� 
� ��� �
��	�0���
�
������� �
������ ���� �� ��� ����� ����� 
� ��� ��=�	��� ��
�� ����	������ 
��	
��� ���
�

���
���� �	
������ ���
	���
� �	
5��� )��� �� 	�<����� �� ���
��
�� �&����
� �� ��� ωab"��������� ����� ����
	 ���� 7���� 
� �������

�� ����	 ��� ����� ��������
�� �� � 	�����, ��� ��=�	��� ��
� �
��	�����
��
����	��	� ����	�������� �� ���� �	� �
������ ���
 ��� �
��	�0���
� ��������

(� 
	��	 �
 ���	��� ��� ���
	����
� ��
	�� �� ��� ��
��� �
��	�����, 
��
��� �
 	������ ����� 1� ����� ���
���	��� ���� ����� 	���	��� ��7�� ���
�
��	����� �
 ���������� 	�
���	��� ��� ������� ��
�� ������

)�� $��
	����
� 	��
��	� �� ����� 	���	���

-�� �� ������ ���� �� ���� t2, ����	 ��� ��������
� 
� ��� ���
���
 �����, 
��
�� ���� �
 ������� ��� �
��
'��
 ����� 	���	��� 
��	���
�.

ρab(ωab;�r, t
(+)
2 ) = ρba(ωab;�r, t

(−)
2 ) B*�C

(� ������
� '� ������ ���� ��� 
��	���
� �
�� �
� ������ ��� ����� �
������
�
����
�, � �
�����
� ���� '��� �	
�� �
���� ���
	���� ��� ��?���� �
 �������

��



time

(1)
abω (2)

abω

(3)
abω

1( )ab t tω −

signal to phase

1t 2t 2 12t t−

signal to
be stored

phase
inversion

recovery

A�
�	� *. ��������
� ��� ��� ��
�� ���� ��� ���� ����� �� t1� )��� �����
����� ����������� ���'��� ��
�� '��� ��=�	��� �	������
� �	�&�������� �� t2
��� ����� �� 	���	��� �
 ���� ��� ��
�� �	� ������ �

����	 �
��� �� 2t2 − t1

�	���������� �������
 ��� 	��� �
	 ρab ������� 
� ρ̃ab, '� ���� 	���	��� �=����
�
�� ��� ������� ��� ��� �����	�� ������ �� t2 �
�� �	����
	����
�� kz →
−kz ��� ωab(t2 − t1) → −ωab(t2 − t1) ����� 
���	�

)��� ����� 	���	��� �	
����	� �� ��	� ���������
� �
 ��	� -���	 
� '�
����� ������� �	������� ����� �
 ������� ���� 
��	���
��

����	 t2, ��� �����	�� ����� 7���� 
� 
	
'��
 �� ��� ���� 	���, �� ���� �
'�� ���� �� ���� t = 2t2 − t1 ��� ����� ����� ωab(t + t1 − t2) ���������
����
�������� �� ��� ��� ��
��, '������	 ����	 �	������
� �	�&����� B��� A�
� *C�
%���
 ������ �

����	, ��� ��
�� 	������ � ��
�� ����� �� ���� �
����� (� ��

�������� ���� ������ '� �
��� �
�����	 ���� ��� �
��	����� 8��� ��
��� �	����,
������������� �	
� ���� 
���	� )�� �������7 
� ��� 	������� ����� 
� ���
��
�� '
��� 	����� '��7 '��� 	������ �
 ��� ������� ������ !� ��� �
��	�	�
'� �	� ������
 '��� �� 
�������� ����7, 
��&�� ������� 1� ��� �
 �
�
�	
��
���� ��� 	������� 	���
��� �������7� (����� ��� ������� 	������� 	���
���
'��� �	
�� �
 	���� ��� ���� ��������� �� ��� ������� ���
���
 ������ $��� �

�#



�������7 �� �
� ���������	 �
 ��� 1� ���������� ���
����� �
	 ���� � 	�����
�
'��� '� ��	���� ��� ���
���
 ����� '��� �&����
�. ���� ��
� ����	

��
��������
� �� � �
��� 5��� ���� �
������ ��� ����� 5��� ��� ��� �
��	�����
��

� ��� ����	��� ��
��� (� 
	��	 �
 ��������� ��� 	���
	�� 5��� ��� ���
5��� ��
��� �����, '� ��7� ��� ����� �����, 5	�� ��	����
 ��� ���������� ��
�
	���
��� �	
� ��� %�
�� �&����
�, ���� �
������
 ��� ��������	� �
��	�����
���
 ��� ���	
��
��� �
��	�0���
� �������, ���� �� 5����� ���� �� � �
�	�� ��	�
�� ��� '��� �&����
� �
 �� �����5�� �� ��� 	���
	�� 5����

-�� Eout(�r, t) ���
�� ��� 5��� 	������� �� ��� ��
�� ����	 t2� �� t > t2,
��� %�
�� �&����
� �
	 �
��	����� 	���� ��.

ρab(ωab;�r, t) = ρab(ωab;�r, t
(+)
2 )e(iωab−γab)(t−t2)+i

μab

2�

∫ t

t2

dt′Eout(�r, t
′)e(iωab−γab)(t−t′)

B*�C
)�� �'
 ��	�� 
� ��� 	�
�� ���� ���� 	����������� �
		���
�� �
 ��� �	��
��
����
� 
� ��� ������� �
��	���� ��� �
 ��� 	������� 	���
��� �������7 
�
��� �
��	������

$���� ��
�� ��
��� �	���� �	
� ������� ��������
� �� Ein(�r, t) �
 ���� t2,
��� �
��	���� �� t2 �� ������ 
���� ��.

ρab(ωab;�r, t
(−)
2 ) = i

μab

2�

∫ t2

−∞
dt′Ein(�r, t′)e(iωab−γab)(t−t′) B*�C

)�7��
 ���
��� 
� ��� 	���	��� 	��� B�&� *�C ��� �����������
 ���
 �&� *�,

�� 
������.

ρab(ωab;�r, t) = −i
μab

2�

[∫ t2

−∞
dt′E∗

in(�r, t′)eiωab(t+t′−2t2)−γab(t−t′)

−
∫ t

t2

dt′Eout(�r, t
′)e(iωab−γab)(t−t′)

]
B*�C

)�� �
��	�0���
� ������� P (�r, t)�� 
������� �� ����������
� 
� �&� *� ���
 �&�
 �� )�� �
������ �	�&����� �
��
���� 
� P (�r, t) ��� �� ����� �� �'
 ��	��

P
(+)
1 (�r, t) ��� P

(+)
2 (�r, t) ���
	���
 �
.

P (+)(�r, t) = P
(+)
1 (�r, t) + P

(+)
2 (�r, t) B* C

'��	� P
(+)
1 (�r, t) ��� P

(+)
2 (�r, t) 	����������� �
		���
�� �
 ��� ��
� �	�� ��
"

����
� �	
� t2 ��� �
 ��� 	��
��	�� 5��� �������7 
� ��� ��
��� )�� 5	��

�*



��	� 	���� ��.

P
(+)
1 (�r, t) = i

μ2
ab

2�

∫ t2

−∞
dt′E∗

in(�r, t′)e−γab(t−t′)
∫

dωabG(ωab)e
iωab(t+t′−2t2) B*�C

$���� ��� 5��� �����	�� �� ������ �
 �� ���� ��		
'�	 ���� G(ωab), ���
&������� E∗

in(�r, t′)eiωLt′ ��	��� ��
'�� '��� 	������ �

∫

dωabG(ωab)e
iωab(t+t′−2t2)

���� ���7� ��	����� �� t′ = 2t2 − t� )�7��
 E∗
in(�r, t

′)eiωLt′e−γab(t−t′) 
�� 
� ���
��� 
��	 t′ �� t′ = 2t2 − t, 
�� 
������.

P
(+)
1 (�r, t) = 2iπ

μ2
ab

2�
G(ωL)E∗

in(�r, 2t2 − t)e−2γab(t−t2) B*#C

A
�	��	 �	����
	����
� �
 �	�&����� �
���� ����� �
.

P̂
(+)
1 (�r, ω) = 2iπ

μ2
ab

2�
G(ωL)Ê∗

in(�r, ω)e−2iωt2−2γab(t2−t1) B**C

�� �
	 ��� ���
�� ��	� P
(+)
2 (�r, t), '� ��� �	
���� ��	����� �
 ��� �	�&�����

�
���� ���	����
�� (����� ���� ��	� ������ ����	���� ��� �����	 	���
��� �

Eout(�r, t), �� 
���� �� �&� #* ��� ��.

P̂
(+)
2 (�r, ω) = −iπ

μ2
ab

2�
G(ωL)Êout(�r, ω) B*�C

)�� �'
 ��	�� P̂
(+)
1 (�r, ω) ��� P̂

(+)
2 (�r, ω) 5����� �
����� ���
 ��� �
������

�	�&����� �
��
���� 
� ��� �
��	�0���
� ������� ��.

P̂ (+)(�r, ω) = −iπ
μ2

ab

2�
G(ωL)

[
Êout(�r, ω) − 2Ê∗

in(�r, ω)e−2iωt2−2γab(t2−t1)
]

B*+C

)��� &������� ��� �� ����������� ���
 ��� '��� �&����
� �
	 ��� 	���
	�� 5���.

1

2

(
∂2

∂z2
+ k2

)
Êout(�r, ω) = −ω2μ0P̂

(+)(�r, ω) B��C

1� �

7 �
	 � �
����
� �� ��� �
	� Êout(�r, ω) = A(z, ω)eikz, �
����	�	
��
��"
��
 '��� ��� ���
���
 5��� Êin(�r, ω)� (�����, 
���� ��� �
	� 
� P̂ (+)(�r, ω),
��� 	���
	�� 5��� �� � ������
� 
� Ê∗

in(�r, ω), � 5��� ���� ��	��� �� eikz� )��
�����	�0�� '��� �&����
� 5����� 	���� ��.

∂

∂z
A(z, ω) =

1

2
α0

[
A(z, ω) − 2Ê∗

in(�r, ω)e−2iωt2−2γab(t2−t1)−ikz
]

B��C

��



'��	�.

α0 =
πkμ2

ab

2�ε0
G(ωL) B��C

1��� ��� �
����	� �
�����
� A(L, ω) = 0 �� ��� 
����� ���� z = L 
� ���
���
	���
 ������, ��� ��� ���
���
 5��� ������� ����	�����
� Ê∗

in(z, ω) =

E∗
in(0, ω)e−

1
2
α0z+ikz, ���	����� �� ��	�� 
� ��� ��������� �� ��� ����� ���� ��

z = 0, 
�� ������� 
��� ��� �
����
� ��.

Êout(z, ω) = Ê∗
in(z, ω)e−2iωt2−2γab(t2−t1)

[
1 − eα0(L−z)

]
B��C

(���	�� A
�	��	 �	����
	����
� ����� �
 ��� �
��
'��
 �
����
� �� ��� ����
�
����.

Eout(z, t) = E∗
in(z, 2t2 − t)e−2γab(t2−t1)

[
1 − eα0(L−z)

]
B� C

$���� E∗
in(z, 2t2 − t) �� �����	�� �� t1, ��� 	��
��	�� ��
��� ������
� �� ���"

��	�� �� 2t2 − t1 �� ��������� !���	'���, ��� 	���
	�� 5��� �����
�� �� ����
	���	��� '��� 	������ �
 ��� ������� ������ A������, ��� 5��� ��������� ��
������� 	���
	�� �� z = 0 �	
����� α0L >> 1�

1� ������� ��� ����� 	���	��� 
��	���
� �
�� �
� ���	���� ��� ����	
����� �
������
�� (� ��� 
��
���� �����, ��� �� ������ ���� � ���� �=��� 
� ���
����� 	���	��� 
��	���
� �� �
 �	
�
�� ��� ��
�� �
 ��� ����	 ������ )��� ���
��
	�
� ����	��� ���
��� �� �����5�	, '��� 
��� �&��� �
 α0L �
	 ��� 	�
��"
�	���� 5��� ���	
��
 �	
� ��� ����� ����� $��� �� �����5����
� ��	������
�
��5�� ��� &������ �	
��	���� 
� ��� 	���
	�� 5���� (� ������
� �����5��
��
�����
�� ������
� ���� ����	�
	���� ��� 	��������
� 5�������

$���������
� 
� ��� 	���
	�� 5��� �� �&� *� ����� �
.

ρab(ωab;�r, t) = −i
μab

2�
e−γab(t−t1)

[∫ 2t2−t

−∞
dt′E∗

in(�r, t′)eiωab(t+t′−2t2)

+e−α0(L−z)

∫ t2

2t2−t

dt′E∗
in(�r, t

′)eiωab(t+t′−2t2)

]
B��C

�� ��������, ��� �
��	���� �	
�� �
 0�	
 '����� ��� ��
�� ����� �� ����

	���
	��, �	
��� t = 2t2 − t1� (�����, ��	��
 ��� 	��
��	� ����, ���� ��
� ��
���
��� �
 ��������
� �
���
 �� �	
� ��� �
'���	��� ��
��, ���� �� �
 ���

�2��� ��� 
���*� �� ������	�, A(z, ω) = B(z, ω)eα0z/2� ��� 
��� �/������ �� ������ ����,

∂zB(z, ω) = −α0Ê∗
in(0, ω)e−α0z−2iωt2−2γab(t2−t1)% ������* ���� . �� 3 
��� �������&


�������� B(L, ω) = 0� ��� �������, B(z, ω) = Ê∗
in(0, ω)e−2iωt2−2γab(t2−t1)

(
e−α0z − e−α0L

)

�+



�	
� ��
�� �
����� ��	���	 �	
� ��� ����� ����� )��� 	������
� 
���� � 7��7
�� ��	����
� 
��
���� �
 ��� ������� ����� �=���, ��7��
 ��� ��
� 	���	� �

��� ������� ������ 3�
��	 �
 ��� ����� ����, ��� 	���
	�� ��
��� �����
 
� ��
��

	
'� ��

�	, �	������� '��	� ��� ��
�� '�	� ���
��� �
 ��	
�	 ��������
� ��
��� ������� ������ � �
�
 ���� ����	 t = 2t2 − t1, ��� �
��	���� 	������ �
.

ρab(ωab; z, t) = −i
μab

2�
e−α0(L− 1

2
z)Ê∗

in(0, ωab)e
iωab(t−2t2)e−γab(t−t1) B�#C

'���� ���	����� ��� α0L ���������� 
� ��� 	������� ��������
��
J�	��
 ��� ��
	�
� �	
����, � ��	� W/Win = (1− e−αoL) 
� ��� ���
���


���	
� ����� �� ��� ������, ��� 	�������
 ������
 ��	
�
� '���
�� ����

���
	���� A	
� ��� ��	� ���� �� ��
	��, � �	����
� �� �
�� �� 	��	�����, ����
�� ��� ������� 
� ���
�� 	�������
�� (����� ��� 	���
	�� 5��� �� (1 − e−αoL)
����� ������	 ���� ��� ���
���
 
��, ���
	���
 �
 �&� � � )��	��
	� 
��
	��
��	� � �	����
� Wout/Win = (1 − e−αoL)2 
� ��� ���
���
 ���	
�� )��
���	
� W − Wout

∼= Wine−αoL 	������ '����� ��� ����	���� )
 �����	�0�,
'��� � 5���� ���
�� ����	���, ���	
� �� �
�� �� �&��� ��
���� �� ��
	�
� ���
	��	�����, 
�� ��	� ����
 �	��������� '���
�� ���
	���
�, ��� 
���	 ��	� ����

���� �� �� ��
��� ��������
��

% &	���
��� 
����������
�� �� ����� 	���	���

)�� ��
��� 	��
��	� �	
����	� �������� �� ��� �	���
�� �����
� 	�&��	��.

• �����	�� ����� 	���	��� 
� ��� 
������ �
��	���� �� ��� ��� ��
�� �����"
����
���� �� � 
���� ����

• ������� ����� 	���	��� 
� ��� 
������ �
��	���� �� ��� ��� ��
��

• �
 ��������
� �
 ��� ����	 ����� ��	��
 ��� ����� 	���	��� �	
����

1� 	����' ��=�	��� �	������� ����� 	���	��� �	
����	�� ��� ����7 ����	 �������
�
 ������� ��� ��
�� �
�����
���

/�� %#
������ ��
�
� ���


/���� 	���	��� ��� ���� �������� �������
���� �
	 ����	�� �������, 5	�� �� ���
�	���'
	7 
� 42�, ���� �� ��� 
������ �
���� ����	 ��� ������ 
� ��� ����	�

 �



u
v

w
(a) (b) (c)

A�
�	� �. )'
"����� ���
� B�C �� ���� t1 � π/2"����� �	��
� ��� %�
��
����
	� 
� ��� �	�&����� ������� ��
�
 Ov� B�C )�� %�
�� ����
	� ��	��� 
��	
��� �&���
	��� ����� ��� �� ���� t1 +t12 � π"����� 	���	��� ����	 v �

	�������
B�C �� ���� t1 + 2t12 ��� ��� %�
�� ����
	� �	� ���7 ��
�
 Ov�

D�
'� �� ���� 
��� �� 42� ��� ������ 
��� �� 
�����, ���� ����
���
� ��
���� ����	���� �� ��� %�
�� ����
	 �����	� B��� �������� %C�

-�� �� ���
�

���
���� �	
������ �������� 
� �'
"����� ��
�� �� ����"
������� �� ���� t1 �� � ��
�� ����� 
� ��	���
� τ ��� ���� �	�&����� Ω1�
G���	 ��������
� ���� Ω1 �� 	���, ��� �	����
 ����
	 �β �� ��	����� ��
�
 Ou�
-�� ��� ����� �� �

 ��
	� �
	 ��� ���
�

���
�� ����� �
 ����� �� ��	��

��� ������ (� 
���	 '
	�� ��� �������
 Δ = ωab − ωL �� ������� �
 �� ����
������	 ���� τ−1� )���, �	���� �� ��� ������� 5���, ��� %�
�� ����
	 �	�"
������ �	
��� �β �� ��
���	 ���
���� Ω1� )�� &�������

∫ +∞
−∞ Ω1(t

′)dt′, 7�
'�
�� ��� ����
 �

�, 	��	������ ��� ��
�� �	������� �� ��� %�
�� ����
	 �	
���
Ou ��	��
 ��� ������ (�������� ��� %�
�� ����
	 �� ��	����� �
'�'�	� ��
�

��� %�
�� ����	� ��	����� ���� Ow� -�� ��� ����� �	�� �&��� π/2� )��� ���
����� ��7�� ��� %�
�� ����
	 �
 �	���� � π/2 ��
�� �	
��� Ou ��� �	��
� ��
��
�
 Ov, �� ��� �&���
	��� ����� 
� ��� %�
�� ����	�, �� ��
'� �� A�
� ��

����	 ��� π/2"����� ��������
�, ��� %�
�� ����
	 �	������� �	
��� ���
��	����� ���� Ow �� ���
���� Δ� �� ���� t ��� %�
�� ����
	 �

	������� 	���
��. ⎧⎨

⎩
u(t) = sin[Δ(t − t1)]e

−γab(t−t1)

v(t) = cos[Δ(t − t1)]e
−γab(t−t1)

w(t) = 0
B�*C

'��	� ��� �
������
� 	�������
� ��� ���� ��
������� )�� %�
�� ����
	� ��"
�
�
��
 �
 ��=�	��� �	�&����� ������� 	
���� �� ��=�	��� ��
���	 ���
������ Δ
���, �� ���� �������, ���� ����	� �	
� ���� 
���	, 
���	����
 � F�����7�F

 �



���� ��	���� 
��	 ��� %�
�� ����	� �&���
	��� ������
�� ���� t2 � ���
�� ����� �� �������� -�� ��� ����� �	�� �&��� π� )��	��
	�

���� %�
�� ����
	 �� ���� �
 �	���� � π ��
�� �	
��� Ou, 	���	���
 �
 ���
�&���
	��� ����� '��� 	���	��� v �

	������� M��� ����	 ��� ���
�� ����� ���
%�
�� ����
	 �

	������� 	��� ��.⎧⎨

⎩
u(t2) = sin[Δt12]e

−γabt12

v(t2) = − cos[Δt12]e
−γabt12

w(t2) = 0
B��C

)��� 	��	������ � ������	� '��� 	������ �
 ��� ����� uOw� )�� ��
'���
�	�&����� ������� 5�� ���������� �� ������� 
� ��� ������� 
���� �� ����
�������, ��� �	�� ��
����
� �� �������� ��.⎧⎨

⎩
u(t) = {u(t2) cos[Δ(t − t2)] + v(t2) sin[Δ(t − t2)]} e−γab(t−t1)

v(t) = {−u(t2) sin[Δ(t − t2)] + v(t2) cos[Δ(t − t2)]} e−γab(t−t1)

w(t) = 0
B�+C

)�� ������� ����
	� ����� �� ��� ��
'��� 
��� �
 ���� ���� ��� ���� ��
�
 "Ov
�� ���� 2t2 − t1, ���
	���
 �
.⎧⎨

⎩
u(2t2 − t1) = 0
v(2t2 − t1) = −e−2γabt12

w(2t2 − t1) = 0
B+�C

�� ���� �
���� ��� ���
��� �	� ������ �

����	 ��� ���� ��� ��
�
� ���

��
����

(� ��� �
����� 
� 
�	 &���� �
	 ����� 	���	���, �� �� '
	�� �
�����
 ���
�	����
	����
� ����	

�� �� t2 ��� �� ���	�����, �� ��	�� 
� �
��	����, ��.

ρ̃ab(t
(+)
2 ) = ρ̃ba(t

(−)
2 ) B+�C

(� ��� ��
�� ��������
� '� ���� ���������� ����
��� ���� �
�� ������
�	
��
��� �� ��� ���� ��	����
�� (� ������ �	
��
��� �� ��=�	��� ��	����
�

�� ���� �
���� ���� ��� ����
� 
� ��	����� ρab → ρ̃ab ������� 
� ��� '���
����
	 
� ��� 	���	���� ������ M��� ���
	� ��� ���
�� ����� ��� ����
� 
�
��	����� �� ����� 	���		�� �
 ��� 5	�� ����� ��� 	���� ��.

ρab(t
(−)
2 ) = ρ̃ab(t

(−)
2 )ei(ωLt2−�k1.�r) B+�C

 �



���
	���
 �
 �&� +�, �� t2 ��� �
��	����, ���� ���� 	���		�� �
 ��� ���
��
�����, ����	

�� ��� �	����
	����
�.

ρ̃ab(t
(+)
2 ) = ρ̃ba(t

(−)
2 ) B+�C


	, �&����������, �� ��	�� 
� ρab .

ρab(t
(+)
2 ) = ρba(t

(−)
2 )e2i(ωLt2−�k2.�r) B+ C

)���, �����������
 �&� +� �� ���� ���	����
� 
�� 5����� 
������.

ρab(t
(+)
2 ) = ρ̃ba(t

(−)
2 )ei[ωLt2−(2�k2−�k1).�r] B+�C

'��	� ρ̃ba(t
(−)
2 ) �� � ��
'�� ��	���
 ������
� 
� �r� )�� �����"��������� �����

����
	 ��������� ���� ��� ���
 ��
��� �� ������� �� ��	����
� 2�k2 − �k1� J��
��
�
��	�����
�� �	� �����"������� ��� ��
�
 ��� ������ 
� ���
�� - �	
�����.(
|2�k2 − �k1| − k

)
L << π� �� �

� �� - ������� � ��' ����	��� 
� '���"

���
���, ��� �
�����
� �� �����5�� 
��� '��� �k2 �� ��
�� �
 �k1, '���� ����� �

������
� �� ��	����
� ��
�� �
 �k1 ��� �k2�

)�� ���
�� ����� �� ��� ��
�
� ���
 ��&����� 	���	��� ��� ����� 
� ρ̃ab

B��� �&� +�C, �
� ���� 
� ρab, �� 	�&������ �� �����
� #��� )��	��
	�, ���
�����	�� ����� 	���	��� 	�&��	����� �� �����5��, �� ������	���� �� ��� �
��	����
	�������
 ������
 �
 ���
 ������
�, ��� ������� ����� 	���	��� �� ������
� )��
����� �������
 �
�����
� �
	���
 ���
 ������
� �� �
	'�	� ��	����
� 	�<����
��� ������� 
� ������� ����� 	���	����

��
���	 �
�����
� �� �
� �����5��� (� ��� ��
�
� ���
 ���
	� �	
�
�
�,
��� ���
	����
� �
 �� ��
	�� ��
��� �� ��		��� �� ��� 5	�� ����� '���� ���
���
�� ����� '
��� �� ���
��� �
 ����� ����	��
�� (�������� ��� ��
�� �	�
�	���	�� �� ��� 
	
��� ������ )�� %�
�� ����
	 �� ��	�����, �
'�'�	� 
	�"
������ G���7� ��� π/2 ����� '� �
�����	�� �� ��� �	��� �	��������
� 
� ��
�
�
���
, ��� '��7 ��
��� �����, '��� �� �	�� ���� ������	 ���� �����, ��	���
��������� ��� %�
�� ����
	 �	
� ��� ������� ��	����� ��	����
�� )�� ���
�� �����
�� �������� �
 �
���	� ρ̃ab ���
 ρ̃ba, '���� �
		���
��� �
 � 	�<����
� �� ���
��	����� ����� uOw� %�� ��
�� ����
� ��	�
	� ���� � �	����
	����
�K -�
��
��� 
��� 	
���� ��� %�
�� ����
	 �	
��� �� �
	�0
���� ����� 4
' ��� �	
����

� �'
 	�<����
�� �� �������� �&�������� �
 � 	
����
� �	
��� ��� ����	�����
�

� ��� �'
 ������ 
� ������	�� @���� 
�� 
� ��� ������	��� �� ��7�� '���
	������ �
 uOw, ��� 
���	 	�<����
� ����� '��� ���� �
 ����	���� uOw ��
�


 �



timet12t1 t2 t3 t3+ t12

ωab ωbc ωab ωbc

π π
li

gh
t i

nt
en

si
ty

A�
�	� +. �	�"����� ���
 �� � Λ"������� )�� 5	�� �'
 ������ ����� ��� �����
�
��	���� ρac �	
� ��� 
������ �
��	���� ρab� )�� ���
�

���
�� �����
����� ����������� �� ρab ���'��� t1 ��� t2 �� ��		��� �
 ρac ���'��� t2 ���
t3� )��� ρac �� ��	��� ���
 ρbc �� ��� ���	� ������ )�� ���
�

���
�� �����
����� �������� �� t3, '���� 
���� 	��� �
 ���
 ������
��

��� 	
����
� ����� )�� 
��� ������	� ���� �	���	��� ��� ����� ����	��
� ��
��� 	�<����
� '��� 	������ �
 ��� �&���
	��� ����� uOv, 
	��


��� �
 uOw�
3
������
 ��
�� �'
 ������	��� �
		���
��� �
 � π"	
����
� ���� 7���� ���
%�
�� ����
	 ���	�� ��	�����, ��� �
' �
�����
 ��� (� 
���	 '
	��, ��� ���"

�� �����, �� 
	��	 �
 ���
������ ��� �������� �����	�� ����� ����	��
�, �����
���
 �	
�
�� ��� ��� ��
�� �
 ��� ����	 ������ �� ��	���� �
�����, ���� '
���
������ �=��� ��� 	���
	�� ��
����

(� �
������
�, ��� �'
"����� ��
�
� ���
 �	
�
�
� ����� �
 ������� �'
 
��

� ��� ��	�� ��
��� 	��
��	� 	�&��	�������

/�� %	������� ���


)�� ��
�
� ���
 �	
���� �� ������ �������� �
 ��� ��	��"����� Λ"������ '�
��	���� ��� �� �() 9��:� �� �� �(), ���
	����
� �� ��
	�� �� ��� �����
�
��	���� ���, ����7� �(), � ���
�� �	������
� �� ������� �� � �����

-�� ��� ������ �� ����������� �� � ��	��"����� ��&������ )�� ����"
����	���� �	����
 ������ ����	�������� ������ ��� a → b ��� b → c �	����"
��
��� ��� ��� ��
�� ���� ���� �	���	�� ��������� �� ����� |a〉� %� �������

��� a → b �	������
�, ��� 5	�� ����� ������ ��� 
������ �
��	���� ρab� )��
���
�� �����, 	��
���� '��� ��� b → c �	������
�, �
���	�� ρab ���
 ��� ρac

����� �
��	����� )��� � ���	� ����� ������� a → b �
���, �
���	���
 ρac

���
 ��� ρbc 
������ �
��	���� ���� 
���� 	��� �
 ��� �	�"����� ���
 B��� A�
� +C�

  



(���	����
� '��� ��� 5	�� ����� �
�� �
� ���� ���� �
������ !��� ������
|a〉 ��� |b〉 �	� ������� �� ���� ���
�� )�� ������ 
���� ��� �'
"����� %�
��
�&����
�� ����	 ��� ����� ��������
� ��� �
��	���� ρ̃ab(ωab;�r, t1) ��
���� �	����
�
 ρ̃ab(ωab;�r, t) = ρ̃ab(ωab;�r, t1)e

(iΔ−γab)(t−t1), '��	� Δ = ωab −ω1� (���	����
�
'��� ���
�� ����� ���� �� �������� �
	� ��	������ ����� ��� ��	�� ������
�	� �
' ���
����� $���� � ���
�� �	������
� �� �������, �&��# ������ ���
 �'

���
����� ���� 
� �&����
��.⎧⎪⎨

⎪⎩
ρ̇cc = i

2
(ρ̃cbΩ

∗
2 − ρ̃bcΩ2)

ρ̇bb = −ρ̇cc

˙̃ρcb = i
2
(ρcc − ρbb)Ω2

B+#C

��� {
˙̃ρab = i

2
ρ̃acΩ2

˙̃ρac = i
2
ρ̃abΩ

∗
2

B+*C

'��	� ���
�

���
�� ��������
 ��� 	�������
� ���� ���� 
������, 
����
��� ��
	����� 
� ��� �����
� )�� 5	�� ��� 
� �&����
�� 	��	������ ��� �
��	���
��������
� 
� � �'
"����� ������� )�� ���
�� ��� ����	���� ��� �
�����
 
�
��� 
������ �
��	���� ρ̃ab ��� ��� ����� �
��	���� ρ̃ac� )�� �
����
� 
� ���
�����	 ��� 	���� ��.{

ρ̃ab(t
(+)
2 ) = ρ̃ab(t

(−)
2 ) cos(1

2

∫
Ω2dt) + iρ̃ac(t

(−)
2 ) sin(1

2

∫
Ω2dt)

ρ̃ac(t
(+)
2 ) = ρ̃ac(t

(−)
2 ) cos(1

2

∫
Ω2dt) + iρ̃ab(t

(−)
2 ) sin(1

2

∫
Ω2dt)

B+�C

� π"����� 
�����0�� ��� �
���	��
� 
� ρ̃ab ���
 ρ̃ac, ������
 �
.

ρ̃ac(t
(+)
2 ) = iρ̃ab(t

(−)
2 ) = iρ̃ab(ωab;�r, t1)e

(iΔ−γab)t12 B++C

)��	��
	� ��� ����� �
��	���� ����	��� ��� ���
�

���
�� ��������
 ����
'�� ����������� �� ��� 
������ �
��	���� ��	��
 ����	��� t12�

)
��� �
���	��
� 
� ρ̃ab ���
 ρ̃ac ����� ����� |b〉 ��������� �	
�� �
 �� )���
�� �������� �
�������� '��� ��� �'
"����� ������ ��
����
� �� ����	���� �� �&�
+#�

�2��� �����
� �� �/%#4 
� ���� ����)�� ��� (��� ���/���
& ��)������ �� ����� �� ��


��������� 
��� ��� 0	�
� ��
��� ��
����% (��� ���/���
& �� ��
 ��)��� �� μabA(�r, t)/�

������� �� μabA(�r, t)/(2�)% 2��� ���� ��)������ ��� 0	�
� ��
��� ���
������ ���� ������

�+�� Ou 
���
���� 
��� Ω% '�����
�	 ��
���� 
��� ����	�� 
��� ��� �������� Ω ��)������%

 �



1� ������ ��� ����� �	������
� �� �
� �=����� �� ���
�

���
�� �	
��"
����
 ��� �� 	��
������ ������� �� ��� �	����
 5���� �� ���� � '�� ����
ωac = ω1 − ω2� (� 
���	 '
	��, �
�� ρ̃ab ��� ρ̃cb ��5����
�� 	���	 �
 ��� ����

������ �������
 Δ = ωab − ω1 = ωbc − ω2� )�� ����� �
��	����, ��
����

�	���� ����� ��������
� �� ��� ���	� ����� �� t3, 	���� ��.

ρ̃ac(t
(−)
3 ) = iρ̃ab(ωab;�r, t1)e

(iΔ−γab)t12−γact23 B���C

8��� ���
	� ��� ����� �		����� !��� �
���, � π"����� �� �	�&����� ω1, �������

��� ������ 
� ��� a → b �	������
�, 
�����0�� ��� �
���	��
� ���7 �
 ���

������ �
��	���� ρ̃bc ����, 8��� ����	 ��� ��������
� 
� ��� ����� 	���� ��.

ρ̃bc(t
(+)
3 ) = ρ̃ab(ωab;�r, t1)e

(iΔ−γab)t12−γact23 B���C

!��� ��� �	����
 5��� �� 
=, ρ̃bc ��
���� ��. ρ̃bc(t) = ρ̃bc(t
(+)
3 )e(−iΔ−γbc)(t−t3)�

)�� 7�� �
��� �� ���� ρ̃bc ����� ����
	 ��
���� '��� 
��
���� 	��� '��� 	������
�
 ρ̃ab� >���� ��� ���
�

���
�� ����� Δ(t12 − t + t3) �������� �� t3 + t12,
��7��
 ��� ���
��� �
 	������ ��� �	�"����� ���
 
� ��� b → c �	������
��

(� ��� ��
�� ��������
� '� ���������� ������ ��� ��	�� ������ �	
��
���
��
�
 ��� ���� ��	����
�� �� ��	���� �
����� �
	 �'
"����� ���
��, �� �
	�

���	�� �
�����
��, '� ���� ��7� ��	� ���� ��� F������F �
��	���� ��5����
�
������� 
� ��� 	������� ����� '��� ����
	 ��	����
�� -�� �ki ���
�� ��� ith

����� '��� ����
	� )	����
	����
� �
 ��� 	
�����
 �	��� ���
������ '���

��� 5	�� �'
 ������ ����� �
. ρ̃ac = ρace
i(ω2−ω1)t−i(�k2−�k1).�r ��� ��� ���	� �����


��	���� 
� � ����� �
��	���� ��5��� ��. ρ̃ac = ρace
i(ω2−ω1)t−i(�k2−�k3).�r� )


���
��� �
	 ���� �	����
	����
� 
�� ��� ��	�
	� ��� ����������
�. ρ̃ac(t
(−)
3 ) →

ρ̃ac(t
(−)
3 )ei(�k3−�k1), '���� 5����� ����� �
.

ρbc(ωab;�r, t) = ρ̃ab(ωab;�r, t1)e
−γabt12−γabt23−γab(t−t3)×

× e−iω2t−iΔ(t−t3−t12)+i(�k3+�k2−�k1) B���C

)��	��
	� ��� ���
 ��
��� �� ������� �� ��	����
� �k3 + �k2 − �k1� )��� � �����
������� ��
��� ��� �� ������� �� � ��	����
� ��	� ��=�	��� �	
� ���� 
� ���
�	����
 ������� A
	 ��������, '��� �k3 = −�k2 = −�k1 ��� ���
 ��
��� �� 	�������
���7'�	�, �
����	�	
��
����
 '��� ��� 5	�� ������

�� 5	�� ��
�� ��� ��	��"����� ���
 ����� �
 	��	����� � ��
��5���� �	

	���
�� 
�	 &���� �
	 ����� 	���	���� �� �� �'
"����� ���
, ��� �����	�� �����
�� 	���	��� ���, ����7� �'
"����� ���
, ������� ����� ��� ���
 �� 	���	���,

 #




����
 	��� �
 ���7'�	� ��
��� ������
�� !�� ���
 �
���� ���� ��� ���
��
�����, ������� 
� ��� ��	
� �	��, �
�� �
� �	
�
�� ��
�� �
 ��� ����	 �����,
��
����
 �����5����
� ������� G��
	�������� ��� ������� ���	� ����� �� �
�����
�
 a → b �	������
�, ��	
�
�� �������
 ��� �
������� ����� |a〉 ��� ���������
�	
�
���
 ��
�� �
 ��� ����	 �����	
��� ������

1� �
��� �� ������� �
 ����� ��� ���	� ����� �
 ��� ����� �	������
�
b → c �
��� ������� 
� a → b� >
'���	, ���� '��, 
�� ����
� 	���	�� ���
�����	�� ������ (����� �'
 ���������� π"������ ��7� � 2π 	
����
�, '���� ��
�
 ����
� �� ���� (� 
���	 '
	��, ��� ���
�� ����� ������ ρac �	
� ρab ���,
�������
 b → c �
���, ��� ���	� ����� ��	�� ���7 ρab ���
 ρac '���
�� ���
����� ����	��
��

(� �
������
�, �'
 
�� 
� ��� ��	�� ��
��� 	��
��	� �
�����
�� �	� �����5��
�� ��� ��	��"����� ���
� )�� ���	� �
�����
� ����� �
 �� 
�� 
� 	���� 
� ���

������ �	����
 ������&���� 4
�"
������ �	
����	�� �	� ���� �
�����	���

/�� 0
��	
���� 	���	����� ���
�

���
�� �	
������


(� ��� ���� �	
�
��� �
 	���	�� ��� ���
�

���
�� �����	�� ����� �� ����	�"
��
 �� ����	��� ������ �����	�� 5��� 9��:� �������� ��� �����	�� ����� ���� ��
�
����� �
��	
���� �� �� ����	��� 5���� (� 
���	 '
	��, ��� ����	�� ���
"
�

���
�� �	
������
 �
�� �
� ����� (������, 
�� 
� ��� ���
�

���
����
�	
������ ������, 
�� ��� �
 ������ � 
	
�� 
� ��
�� '��� ��� ���� �	����"
��
� �	�&������ )��� ��� �� �������� �� 
�������� ������
 ��� 
���	 ��
��
�
 �� ��������	� �������
 ������ )��� '
	7� �
	 �������� �� Pr3+"�
��� �	��"
���� ����� ��	�� �
�
 �������� ��������� �	� ��������� �� ��� �����	
��� 
	
���
������ � �
�"����
	� ����	��� 5��� �� ���� ���� �
 ������	 ��� �������� ��
��

��	 �� �	��5������ ����
	�� ����'����� )�� ����	��� �
�"����
	� �����	��
5��� �� ��8����� �
 ���� ��� ��
����	�� ���
�

���
�� �	
������
 �������
��� ����'���� 
� ��� ����� �
 �� ��
	��� /	
����� ���� �� �� ������ �� �����	
$��	7 �=���, ��� �	�&����� ����� ��� �� 	���	��� �� ����	��
� 
� ��� �����	��
5���� )�� �	
����	� ��� ���� �
���� ����
���
� 

	

����
 �������
�
���

�
���
���� 93�(%C �� ����	 �����
��
	��
)��� �	
����	�, 5	�� ���
���	���� �� � �'
"����� ������ 9� , ��:, ��
���

'
	7 ���� '��� �
������ '��� ��� �	�"����� ���
 B��� A�
� ��C� �� ���������
��
��, � ��		
' ����'���� 
	
�� 
� ��
�� �� 5	�� ��������� )��� �	� �	�"
��	�� �� ����� |a〉� )�� �
�"����
	� �����	�� 5��� �� �'������ 
�� )�� ��
��� ��
��	����� �
 ��� ���
	���
 ������ �� t1� ����	 ��
��� ��������
�, ��� �����	��
5��� �� �'������ 
= ��� � π"�����, ����� �
 ��� b → c �	������
�, �
���	�� ρ̃ab

 *
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�

���
�� �	
������
 �� 
��"
�	���� �� $��	7 �=���� )�� ������� �
���
� �
��	��� ����	����� ��� ��
� 
�
��� �����	�� ������

���
 ρ̃ac �� t3� )�� 	��
��	� ���� �
��	���� ��
��5������ '��� ��� �
		���
��"
��
 ���� �� ��� �
������
��� ��	��"����� ���
� (������ 
� �������
 ��� a → b
�	������
�, ��� π"����� �� t3 �� ����� �
��� �
 ��� b → c ����� �	������
�,
�
���	���
 ρ̃ac ���7 �
 ρ̃ab� )��� ��� �����	�� 5��� �� ��	��� ���7 
�, '���
����	��� �
��	���� )��� '��, ρ̃ab ����� ����� ��
���� �� 
��
���� 	��� ��� �
�"
�������� �
	 ��� �	���
���� ����������� ����� ������ ��
�� �	� 	������� ��
���� t3 + t12 ��� ��� ���
 ��
��� �� ��������

)�� ��	�� �	���	�� �
	 �
��� ��
��� 	����� �����	 �
 �� �����5��� %
�� ����"
�	�� ��� ������� ����� ����� �	� 	���	���, ��� �
 ��
� �� �	
�
��� �
 ����	
����� �� ��� π"������ ����� �
�� 
� ���� ������ � �	������
� ���'��� ���
�"
������ ������� >
'���	, ��� 
������ 
� ��� ���
	���
 ����	��� �� ����	�� ��
3�(%� (�����, ��� ��������� ��
��, ��������� ����	������ 
��	 � ��		
' ����	"
��� δ, �	� ��	��� �� ��� ����	��� �����	�� 5��� 
��	 ��� ���
	� ����'����
Δmem, '���� 	������ ��� 
������ �� ��� ����
	 δ/Δmem� !�� ��� '
���	
��
�� ��� ���	
�	���� ��0� 
� δ� �������� ��� ������� '���� δ 
���� 	��� �
 ��
���
�

���
�� ����� ����� ���� ����
� �� 	���	���� %������ 
� ���� �����
�����, ��� 
������ ���
�� ��������� �������� �� ������� �
 ≈ 1/δ, '���� ����
�� ��	 ������ ��� ��	���
� 
� ��� ��
��� �
 �� ��
	��� �� � �
���&�����, ���
����"����'���� �	
���� 
� ��� ���
	� �� ������� �� ��� &������� Δmem/δ,

 �



'���� �� �
����
 ��� ��� ����	�� 	������
� ����
	 
� 
������� )��	��
	�, ��
����� ��
��� ���	
����� �
 ��
	� �������
 ��� � ���
�� A
�	��	 �	����
	�
������� �����, ��		���
 
�� ���
�� ���
	����
�, '��� ��� 3�(% ������&���

' �������
��

1� ���� 	����'�� �'
 ��	���
��� �
	 ��
	��
 &������ ��
�� �� � ���	
��
���
�������� 
� ��
��� )�� ��������
� ��� ���� ����������� �
������� '�����
��� ������ 
� ��� ����"��������� �����	�� ��������� �����	�� ���� �� ��� 	�"
�	����� �?������ ��� �� ���	����� �
		����� '����� ��� �	��� 
� ���� �����	��
2
	�
��	, ���� �	
���� 	������ ��� ����	��� �� ����� �
��	��� ��
��"�����	 ��"
��	����
� �	
������ ��� ����� ��' ��
�� 
� ����� >
'���	, � ����� &������
�������� �� ������ �
 ���
��� �
	 ��� �����
������ 
� ��� ��
� ��������,
�� 	�������
 �	
� �
�����
 '��� &������ ��
��� J������ 
� ����	
�� �=
	��
�� ���� ��	����
�, � �
� 
� '
	7 ��� ����� �
 �� ���
��������� 2
�� 
� ���,
&������ ���
	� �
	 ��
�� ��� ��� �
 �� ���
���	���� ����	��������� �� �
�
���� %
�� ��� ���
	������ 
����	����� ��� ��� ����	������� �������
� ��7�
���� 5��� 
� 	����	�� �
���� ���	�������

( )���
�� ���	���	

��� ����������� �����
 ��� "������ �
��	����

-�� �� �
�����	 � �'
 ����� ��
�� -�� |a〉 ��� |b〉 �� ��� ��
�������� 
� ��
���
������
���� '��� ��
�������� Ea ��� Eb� -�� ��� ��
� �� ��������� �� �����
|a〉� ��������
� �� � ��
�� 5��� �	���	�� ��� ��
� �� � ����	�
����
� �����
|ψ〉 = a|a〉 + b|b〉� )�� �
��
� 
� ������� 
��	��
	 ���	�5�� ��� ��=�	����
���'��� � &������ ����� ��� � ����������� �����	�� )�� ������� 
��	��
	 ��
��5��� ��.

ρ = |ψ〉〈ψ| = ρm + ρq B���C

'��	� ρm ��� ρq 	����������� ���
�� ��� ���

��� ��� 
="���

��� �
��
"
�����.

ρm = |a|2|a〉〈a| + |b|2|b〉〈b|
ρq = ab∗|a〉〈b| + a∗b|b〉〈a| B�� C

(� �� �������� 
� N ��
��, ����������� �
����� �
 ��� 5���, ��� ���������
�
������ 
� ��� ��
� �����	� �� 
	
��� ��� ������� ������ �	� 	���������� 
����

 +



�� N |a|2 ��� N |b|2� )�� ���

��� 
��	��
	 ρm ���
���� �
	 ���� �����������
�����	�� >
'���	, ρm ��
�� ����� �
 ����	��� ��� &������ �	
��	����� )�
��
�	� ���	����� �� ��� �
�"���

��� 
��	��
	 ρq� )�� 
="���

��� ��������
〈a|ρq|b〉 = 〈a|ρ|b〉 = ρab ��� 〈b|ρq|a〉 = 〈b|ρ|a〉 = ρba �	� ����� F&������
�
��	����F�

)
 �
�� �
�� �������� ������
, ��� �
��	���� ��� �
 �� �
������� '���
��� �����	� 
� �� 
���	������ )�� �
��	���� ���
������ '��� 
���	����� X
��� �� ��5��� ��.

C(X) = Tr[(ρ − ρm)X]
= 〈a|(ρ − ρm)X|a〉 + 〈b|(ρ − ρm)X|b〉
= 〈a|(ρ − ρm)|b〉〈b|X|a〉 + 〈b|(ρ − ρm)|a〉〈a|X|b〉

B���C

(� �����	� ���� 
��� 
���	������ '��� 
="���

��� �������� 
��� ������ �

&������ �
��	����� )�� ���	
��
��� �
��	�0���
� ������� �	������� 
'��
���� �	
��	���

��� ����	
����� ��� 	�������
�

)�� ������� 
��	��
	 ��� ������ �� �
 ���	
���� ��� �
��
� 
� �
��	�����
>
'���	, ������� 
��	��
	 �� �
���� 7�
'� �� � �

� �
 ���
��� �
	 ��� ����	"
����
� 
� � &������ ������ '��� �� ����	
�����, � ���� '��� ���� ��
	���

� �	���
�� )��� ��� �� � 	������
� 	���	�
�	 
	 � ���	
��
��� ����	���
������� 3
������
� '��� ��� ����	
����� ������� ����� �
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�� $
,
����	����
� '��� 	������
� ����� �
 ����� �	
� ����	 ����� �
 
	
��� �����
�� ��
�����
�� ������
�� )��� �=���� ��� ���

��� �������� 
� ��� �������

��	��
	� )�� 
="���

��� �������� �	� 
���� �
	� ��������� �
 �
�����
 '���
����	
����� ��� ����� �����	 ���� �
������
��

)�� �
��
�� 
� ��
���� �
��
 ��� 

���
� �
����� ��

���
 ��� �� ���	
"
����� '��� ��� ������� 
� ��
�����
�� ������
�� -�� |0E〉 ��� |1E〉 	�����"
������ 	��	����� ��� �" ��� �"��
�
� 5��� ������ (� ��� �	
���� >����	� �����
HA ⊗HE , ��� ��
�N5��� �������� ��
���� ���
	���
 �
 �����	� ���������
)�� ����� |a〉⊗|0E〉 	������ ������
�� ����� ��� ��
� �� �� ��� 
	
��� ������
!� ��� �
��	�	� ��� ����� |b〉 ⊗ |0E〉 ��
���� �
 |a〉 ⊗ |1E〉 '��� �	
�������� p
��	��
 ��� ���� ����	��� Δt� (� 
���	 '
	��, ��	��
 ��� ���� ����	��� Δt, ���
�����	� 
��	��
	 UAE �	����
	�� ��� �
��
��� ����� |b〉 ⊗ |0E〉 ���
.

UAE|b〉 ⊗ |0E〉 =
√

1 − p |b〉 ⊗ |0E〉 +
√

p |a〉 ⊗ |1E〉 B��#C

��



)��� �
������� ��� �����	� �	����
	� ������������
� �����, ���	���
 '��� �
�"��
�
� ������ )��	��
	�, ���	���
 �	
� �� ������� ����	���� �����.

|ψ〉 ⊗ |0E〉 = (a|a〉 + b|b〉) ⊗ |0E〉 B��*C

��� ��
�"5��� ������ ��
���� �
 ��� �����
��� �����.

|Ψ(1)
AE〉 =

(
a|a〉 + b

√
1 − p |b〉

)
⊗ |0E〉 + b

√
p |a〉 ⊗ |1E〉 B���C

����	 
�� ���� ����	��� Δt� -�� ρAE ���
�� ��� ��
�"5��� ������� 
��	��
	�
)�� ���������
� ����� 
� �� 
���	����� OA ���� 
��� ������� 
� ��
���
��	������ ��� �� ���	����� ��.

〈OA〉 = TrHA⊗HE
(OAρAE) = TrHE

(
OAρA(E)

)
B��+C

'��	� ρA(E) = TrHE
(ρAE)	��	������ ��� 

���
� �
����� ��

���
, 	�������


�	
� ��
���� �
��
 
� ��� �
��� ������� 
��	��
	 
��	 ��� 5��� >����	� ������
>���� 
�� 8��� ���� ��� 	������ ������� 
��	��
	 �
 ����	���� ��� 
���	�����
���� 
��� ������� 
� ��� ��
��� ��	�����	�� (� 
�	 ������ �
��� ��� 5���
>����	� ����� �� ������� �� ��� �'
 ������ |0E〉 ��� |1E〉� )��	��
	�, ����	

�� ���� ����	��� Δt, ��� 	������ ������� 
��	��
	 	���� ��.

ρ
(1)
A(E) = TrHE

(
ρ

(1)
AE

)
= 〈0E|Ψ(1)

AE〉〈Ψ(1)
AE|0E〉 + 〈1E|Ψ(1)

AE〉〈Ψ(1)
AE|1E〉, B���C

'���� ��� �� 	��	������� �� ��� ���	��.

ρ
(1)
A(E) =

[
〈a|ρ(1)

A(E)|a〉 〈a|ρ(1)
A(E)|b〉

〈b|ρ(1)
A(E)|a〉 〈b|ρ(1)

A(E)|b〉

]

=

[
1 − (1 − p)〈b|ρ(0)

A(E)|b〉
√

1 − p〈a|ρ(0)
A(E)|b〉√

1 − p〈b|ρ(0)
A(E)|a〉 (1 − p)〈b|ρ(0)

A(E)|b〉

] B���C

-�� �� ��
����
� ���� ����	��� � �� ����	���� �� � ��&����� 
� n ��������	�
����	���� 
� ��	���
� Δt = t/n� �������
 �� ���	����� ���������
� 
� ����
�	����
	�, ���� .

ρ
(m)
A(E) =

[
1 − (1 − p)〈b|ρ(m−1)

A(E) |b〉 √
1 − p〈a|ρ(m−1)

A(E) |b〉√
1 − p〈b|ρ(m−1)

A(E) |a〉 (1 − p)〈b|ρ(m−1)
A(E) |b〉

]
, B���C

��




�� 5����� 
������.

ρA(E)(t) =

[
1 − e−γbt〈b|ρA(E)(0)|b〉 e−γbt/2〈a|ρA(E)(0)|b〉
e−γbt/2〈b|ρA(E)(0)|a〉 e−γbt〈b|ρA(E)(0)|b〉

]
, B���C

'��	� ��� 	���
 p/Δt ��� ���� ����������� '��� ��� ��
�����
�� ����� 	���
γb� )��� ���	����� ��� ��
�����
�� ������
� �=��� 
� �
�� �
������
�� ���
�
��	������ �� �������� ����	 ����� �
������
� ������ �
 ��� 
	
��� �����
'��� 	��� γb� -��� 
���
����, ��� �
��	���� ��	�� ����� '��� 	��� γb/2� 1����
��� �
��� ������� 
��	��
	 
���� �����	� ��������, ��� 	������ 
��	��
	
�����	� �
 ����	

 �
�"�����	� ��
����
��

$�
�����
�� ������
� �� �� ��������� �	
����� ��
��� ��������
� ���	
� ��
�	�����		�� �
 ��� 	������
� 5���� >
'���	 �
��	���� 	�������
� ��� 
���	
��	��
 ������� �	
������, ��� ��
� ����	�����
 '��� ��� ����	
����� '���"

�� ��� �
������
� 	�����	�����
�� -�� �� ��
� �� �
����� �
 � 	���	�
�	�
(�������� ��� ��
�N	���	�
�	 ����� 	���� ��.

|ψ〉 ⊗ |Ξ〉 = (a|a〉 + b|b〉) ⊗ |Ξ〉 B�� C

'��	� Ξ ������ �
	 ��� ������� 	���	�
�	 ������ -�� ��� �
��
��� ������ ��
"
����
� �� ����	����� �� ��� �����	� 
��	��
	 U(t) ���
	���
 �
 ��� �
��
'��

�����.

|a〉 ⊗ |Ξ〉 U(t)→ |a〉 ⊗ |Ξa(t)〉 |b〉 ⊗ |Ξ〉 U(t)→ |b〉 ⊗ |Ξb(t)〉 B���C

'��	�.
〈Ξa(t)|Ξa(t)〉 = 〈Ξb(t)|Ξb(t)〉 = 〈Ξ(t)|Ξ(t)〉 = 1 B��#C

)�� ��
� ����� �� ��� ������� ����� ��� ��� 	���	�
�	 ��
����
� ������� 
� ���
��
��� ������ 1��� ��� �	����
	����
� �����, ��� ��
����
� 
� �� �	���	��
�
��
��� ����� 	���� ��.

|ψ〉 ⊗ |Ξ〉 = (a|a〉 + b|b〉) ⊗ |Ξ〉 U(t)→ a|a〉 ⊗ |Ξa(t)〉 + b|b〉 ⊗ |Ξb(t)〉 B��*C

(� ��� ���� '�� �� �� ��� ��
�����
�� ������
� �������, ��� ������ ��
����
�
 �� �����
��� ������ %� ��	�
	���
 ��� ��	���� �	��� 
� ��� ������� 
��	��
	

��	 ��� 	���	�
�	 ������ '� ���� 
����� ��� 	������ ������� 
��	��
	.

ρ(t) = Tr [ρat+Ξ(t)] =
∑
iΞ

〈iΞ|ρat+Ξ(t)|iΞ〉 B���C

��



'��	� ������ |iΞ〉 ���� ��� ����	
����� >����	� ������ (� ��� ����� ��� 
�
����
	� |a〉, |b〉, ��� 	������ 
��	��
	 	���� ��.

ρ(t) =

[ |a|2 ab∗〈Ξb(t)|Ξa(t)〉
a∗b〈Ξa(t)|Ξb(t)〉 |b|2

]
B��+C

)�� ��
��� �
��	���� �����	� �
 �� 

��	��� �� ��� ����	
����� ��
����
��
(� 
���	�� ������ Ξa(t)〉 ��� Ξb(t)〉 ���
�� �
	� ��� �
	� 
	��


��� ��
���� ������, 
�����
 ��� 
	��


������ 
� ����	 ���
������ ��
��� ������� )���
��
����
� ��� 
���� �� ����	���� ��.

〈Ξb(t)|Ξa(t)〉 = e−γabt B���C

$�
�����
�� ������
� �����, �
������ '��� ������� 	�������
�, ����� �

��� �
��
'��
 
���	�� 	�����
�.

γab ≥ γb/2 B���C

* ��� *���� �����	

!�� 0
������
� #��� 1.�

J����
���
 ��� 4�����	 2�
����� ���
����� B42�C ���
	�, A���� %�
�� ��"
��	���� ��� ��
����
� 
� ��� ��
����� �
���� 
��	��
	 ��������
 ����� ���
��
'� ���� &������� �����5�� ��� �&����
� 
� �
��
� 
� � ��������� ��
�����
���
��� )�� >�����
���� 	���� �� H = − �M. �B '��	� �B ��� �M 	�����������
	��	����� ��� ��
����� �������
� ��� ��� ��
����� ���
�� �
����� )�� ���"
��	 �� �
������� �
 ��� ��
���	 �
������ �J �� �M = γ� �J , '��	� γ ���
���
��� 
�	
��
����� 	���
� A	
� $��	E���
�	 �&����
�, ��� '��� ��� ���� 
�
��� �
�������
� 	�����
��. [Jx, Jy] = iJz, [Jz, Jx] = iJy ��� [Jy, Jz] = iJx,


�� ������ ��
'� ���� d〈 �M〉/dt = −γ �B × 〈 �M〉� A
	 ��������, ��� �&����
� 
�
〈Mx〉 	���� ��.

i�
d〈Mx〉

dt
= i�Tr (Mxdρ/dt) = −Tr

(
Mx

[
�M. �B, ρ

])
= −Tr

{
Mx

(
�M. �B

)
ρ
}

+ Tr
{

ρ
(

�M. �BMx

)}
= −By (〈MxMy〉 − 〈MyMx〉) − Bz (〈MxMz〉 − 〈MzMx〉)

B���C

��



)�� ������ ��
���� �� 2J + 1 �������
� >����	� �����, ��� ����� ��
���	���
����
 �
����� ������ �� ��� ������� ��
����� 5���� )�� ��
����� ���
�� �
"
���� 
��	���� �� ��� >����	� �����, ��� ��� ���������
� ����� 
� ��� x, y, z
�
��
����� 
��� ��
�� �&����
�� 
� �
��
� �� 

�� ����
�

)�	���
 �
' �
 ��� �'
"����� ��
��, '� 7�
' ���� ��� >�����
���� ���
�� ���	����� �� ��	�� 
� ��� /���� ���	����.

σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
B���C

���� ��� �� ��� �

����	 �
 �
	� ��� ����
	 �σ� >���� ��� >�����
���� 
� ��
��
� ����	�����
 '��� � ��������� �����	
��
����� 5��� 	���� ��.

H0 + eRE =
1

2
�ωabσ3 + μabEσ1 B�� C

'��	� ��� ����� ����
	 �� ���	����� ��. |ψ〉 = a|a〉 + b|b〉 =

[
b
a

]
)�� /���� ���	���� 
��� ��� ���� �
�������
� 	���� �� �� ��
���	 �
"

������� 2
	� �	�������, ��� ���� 
��	��
	 ��5��� ��. �S = 1
2
�σ 
���� ���

�
�������
� 	���� 
� � J = 1/2 ��
���	 �
������� >���� �σ ��� �� 	�"

�	��� �� � ��
����� �
����� (� ��� �'
"����� ��
� >�����
����, ��� 
���"
��� �����	�� 5��� ��� ��� ����� ������
 	����������� ���� ��� ���� 	
�� �� ���
�
	�0
���� 	���
"�	�&����� ��� ��� ��	����� ������ ��
����� 5���� �� 42��

!�� !�
�� ����
	 ��2����
�� �"����
� 
� �
��
�

)�� %�
�� ����
	 �B ��� �� ��5��� �� ��� ���������
� ����� Tr (ρ�σ) 
� ���
/���� 
��	��
	� ���
	���
 �
 ��� �&����
� 
� �
��
�, ��� %�
�� ����
	 	������
�	������� �	
��� ���� ”3” �� 
������ �	�&����� ωab� )�� �����	�� 5��� 
�������"
��
 �� �	�&����� ωL ��
�
 ���� ”1” ��� �� �	
7�� �� �� �'
 ����
	� 	
�����

'��� 
��
���� ���
������ ωL ��� −ωL '����� ��� ����� 
	��


��� �
 ����
”3”� !��� ��� �����	�� 5��� �
��
���� �� ���
���� ωL ��
�� �
 ωab �
�����
�?������� �
 ��� %�
�� ����
	� !�� ��
����� ����	����
� '��� ��� 
���	 �
�"
�
���� 	
�����
 �� −ωL� )��� �� ��� 	
�����
 '��� ���	
������
��

(� ��� �	��� 
� ��� 	
�����
 �����	�� 5��� �
��
����, ��� %�
�� ����
	
�

	������� �, �, ' �	� ��	����� ��	���� �
� ��� ��5����
� �B = Tr (ρ�σ) ��.⎧⎨

⎩
u = ρ̃ab + ρ̃ba

v = i (ρ̃ba − ρ̃ab)
w = ρbb − ρaa

B���C

� 



)�� 
������ %�
�� �&����
� 	���� ���� .⎧⎨
⎩

u̇ = −Δv + Im(Ω)w − γabu
v̇ = Δu − Re(Ω)w − γabv
ẇ = −Im(Ω)u + Re(Ω)v − γb(1 + w)

B��#C

(� ��� ���� '�� �� ��� �
��
� 
� � ��
����� �
���� ����	��� �� � ��
�����
5���, ��� %�
�� �&����
� ��� �� '	����� ��.

d �B

dt
= �β × �B − d �B

dt

∣∣∣∣∣
relax

B��*C

'��	�. �β =

⎧⎨
⎩

Re(Ω)
Im(Ω)
Δ

, ���
d �B

dt

∣∣∣∣∣
relax

=

⎡
⎣γab 0 0

0 γab 0
0 0 γb

⎤
⎦ �B +

⎡
⎣ 0

0
γb

⎤
⎦

$
�� 
�
���	���� �	
��	���� �
�� ��
�
 '��� ��� �	������
� �
	� 
� ���
�&����
� 
� �
��
�.

• �� ��� ������� 
� 	�������
�, ��� ���
�� 
� �B �
�� �
� ��	��

• �� ��� ������ ���	�� �� � ��	� �����, ��� ���
�� 
� �B 	������ ����� ��
��� ������� 
� 	�������
��

• '��� �β �
���� �
 � 5��� ��	����
�, �B �	������� �	
��� �β, �� 5��� ��
���
/	
8����
� 
� �B 
� �β ��	����
� �� �
�������

• ��� �	����
 ����
	 �β, ��� %�
�� ����
	 �B ��� ��� ���	���� 
� �B �
	� �
	�
��"������ �	����	
��

1��� ��
�� �	� 	��
������ ������� �� � 5��� 5���, ��� %�
�� ����
	
	
����� �� ��
���	 �	�&����� Ω �� ��� ����� 
	��


��� �
 �β� )�� 	�������


��������
� 
� w, 	��	�������
 ��� ����� �
������
� ��=�	����, �� 7�
'� �� ���
���� ������������

��� �������� ��
����� 
� ��� ��)��� ��� (��� ���/���
& �� �� �� *�� ��� �� ���	���

������
�	 ��
����% �� ����� ��
����� ��� 0	�
� �/������ 
�� �+������� �� ����� �� 
������
�

��� 	���	 ����	�����% 1��� ��
 �� 
� �����& ��� (��� ���/���
& ��)������ �� ����� ��

��-� ��� 0	�
� ��
��� ���
������ ���� ������ �+�� Ou 
���
��� 
��� Ω% (��� ���/���
& ��

��
 ��)��� �� μabA(�r, t)/� ������� �� μabA(�r, t)/(2�).

��
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