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Analyse de la mesure
Méthodologie



Concepts fondamentaux

Mesurage Valeur du mesurande ( grandeur particulière)

Définir la méthode et la procédure de mesure

Analyse des résultats de mesures

Estimation de la grandeur
Incertitude de mesure
correction de la mesure (effet systématique)

Comment présenter un résultat de mesure?



Evalualtion de Type A de l’incertitude-Type

Mesure d’une grandeur    → n observations indépendantes Xk
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Modélisation d’un mesurage

Le mesurande Y n’est pas mesuré directement

( )NXXXfY ,......,, 21=

Xi grandeur d’entrée

Exemple : puissance dissipée par une résistance à T
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Evalualtion de Type B de l’incertitude-Type

Pour une estimation xi d’une variable d’entrée Xi qui n’a pas été
obtenue à patir d’observations répétées, la variance estimée
associée u2 (xi) ou l’incertitude-type u (xi) est obtenue par un 
jugement scientifique fondé sur toutes informations disponibles sur la 
variabillité de Xi .

* Résultats de mesures antérieures

* Spécification du constructeur

* Données fournies par un certificat d’étalonnage ou autres certificats

* L’incertitude assignée à des valeurs de références provenants d’ouvrages

* L’expérience ou la connaissance générales du comportement et des
Propriétés des matériaux et instruments utilisés.



Evalualtion de Type B de l’incertitude-Type

la variance estimée associée u2 (xi) ou l’incertitude-type u (xi) 
Évaluées de cette façon sont appelés respectivement variance de 
Type B et incertitude-type de Type B

Remarque

Une évaluation de type B d’une incertitude-type peut être
aussi faible qu’une évaluation de type A



Determination de l’incertitude type-composée

I- Grandeurs d’entrée non corrélés

( )NXXXgY ,......,, 21=
Toutes les grandeurs d’entrée sont indépendantes

L’incertitude de y estimation du mesurande Y donc le résultat de mesurage est
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Remarque

Lorsque la linéarité de f devient trop significative, il faut inclure les termes
d’ordre supérieures

Par exemple lorsque la loi de chaque Xi est symétrique autour de sa moyenne
Les termes non linéaire les plus importants sont:
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Determination de l’incertitude type-composée (I)

I- Grandeurs d’entrée corrélés

( )NXXXfY ,......,, 21=
Si les Xi sont significativement corrélés

L’incertitude de y estimation du mesurande Y donc le résultat de mesurage est
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u2 (xi) est l’incertitude – type
u (xi,xj) = u (xj, xi) est la covariance estimée associée à xi et xj



Determination de l’incertitude type-composée (II)

I- Grandeurs d’entrée corrélés

Le degrè de corrélation est caractérisé par le coefficient de corrélation
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Concepts et termes statistiques fondamentaux
Une expérience physique donne un nombre fini de mesures

L’ensemble résultat E = Echantillon {xi }

Si au cours de n répétitions de E, le résultat x est apparue
nx la fréquence fx
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P(x) est la probabilité de trouver le résultat x



Déscription d’une variable aléatoire (I)

Variable aléatoire discrête ( )
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Quelques propriétés

•F(xi) n’est jamais décroissant

•P(a<x<b)=F(b)-F(a)



Déscription d’une variable aléatoire (II)

Densité de probabilité fX(u)Variable aléatoire continue

( ) ( )     
A
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La fonction de répartition F est définie par

( ) ( )uXPuFX ≤=   

Quelques propriétés

•FX(x) n’est jamais décroissant

•FX(x) varie de 0 à 1 quand x varie de -∞ à + ∞ (FX(- ∞) =0 et FX(+∞) =

•P(a<X<b)=FX(b)-FX(a)



Notions associés à la variable aléatoire (III)

Espérence mathématiques d’une variable aléatoire X
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v.a. discrète

v.a. continue

( )XVσ =Ecart type
µσ /Ecart type relative
22 / µσVariance relative



Notions associés à la variable aléatoires (IV)

Ecart type (d’une variable aléatoire ou d’une loi de probabilité)

( )XV=σ
Covariance de deux variables aléatoires

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }zEzyEyEyzzy −−== ,cov,cov

( ) ( )( ) ( )dydzzyPzyzy zY ,,cov µµ −−= ∫∫
P(y,z) est la densité de probabilité jointe des deux variables

La covariance peut être estimé par s(yi, zi) obtenue de n paires indépedantes
D’observations simultanées yi, zi de y et z.
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Notions associées à la variable aléatoires (V)

Variable aléatoire centrée réduite

X v.a. d’espérence E(X) = µ et de variance V(X) = σ2

X - µ est la v.a centrée d’ espérence nulle

X/σ est la v.a réduite de variance unité

(X-µ) / σ est la v.a centrè réduite d’espérence
0 et de variance 1

Covariance X1 et X2 → E(X1/2) = µ1/2 et V(X1/2) = σ1/2
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Notions associés à la variable aléatoires (VI)

Généralisation au cas de k variables aléatoires X1, X2, ….Xk:
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Matrice de Variance-covariance
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Quelques lois de distribution de variables aléatoires

I- Loi normale ( loi de Gauss)

Une v.a X suit une loi de Gauss ou loi normale notée N (µ, σ2) si sa densité
de probabilité est
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Loi fondamentale de la statistique →théorème de la limite centrale
Remarque

On appelle quantile (fractile) d’ordre q de la variable X, où q є {0,1}, 
la valeur xq telle que P(X<xq)=q ou de même FX(xq)=q.



Lois fondamentales de l’échantillonnage

Echantillon aléatoire de taille nObservations répétées

Suite de n v.a indépendante régies par la même loi mère
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Lois fondamentales de l’échantillonnage

Loi du Khi-deux:

Soit Z1, Z2, …,Zν, une suite de v.a.i,de loi N  (0;1). ALors la variable             suit 
une loi appelée loi du Khi-deux à ν degrés de libertés, noté Χ2(ν).
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La fonction Gamma est définie par

Propriétés élémentaires de la loi du khi-deux

•l’espérance de la loi χ2(ν) est égale à ν

•la variance de la loi χ2(ν) est égale à 2ν

• χ2(2) = exponentielle(1/2)



Fractiles de la loi du χ² ( ν )

ν

P

Cette table donne les fractiles FP de la loi de khi-deux
à ν degrés de liberté : P = Probabilité (χ² < FP )

22.30720.60319.31118.24517.32215.73314.33913.03011.72111.03710.3079.4998.5477.2615.9855.22915

21.06419.40618.15117.11716.22214.68513.33912.07810.82110.1659.4678.6967.7906.5715.3684.66014

19.81218.20216.98515.98415.11913.63612.34011.1299.9269.2998.6347.9017.0415.8924.7654.10713

18.54916.98915.81214.84514.01112.58411.34010.1829.0348.4387.8077.1146.3045.2264.1783.57112

17.27515.76714.63113.70112.89911.53010.3419.2378.1487.5846.9896.3365.5784.5753.6093.05311

15.98714.53413.44212.54911.78110.4739.3428.2957.2676.7376.1795.5704.8653.9403.0592.55810

14.68413.28812.24211.38910.6569.4148.3437.3576.3935.8995.3804.8174.1683.3252.5322.0889

13.36212.02711.03010.2199.5248.3517.3446.4235.5275.0714.5944.0783.4902.7332.0321.6478

12.01710.7489.8039.0378.3837.2836.3465.4934.6714.2553.8223.3582.8332.1671.5641.2397

10.6459.4468.5587.8417.2316.2115.3484.5703.8283.4553.0702.6612.2041.6351.1340.8726

9.2368.1157.2896.6266.0645.1324.3513.6563.0002.6752.3431.9941.6101.1450.7520.5545

7.7796.7455.9895.3854.8784.0453.3572.7532.1951.9231.6491.3661.0640.7110.4290.2974

6.2515.3174.6424.1083.6652.9462.3661.8691.4241.2131.0050.7980.5840.3520.1850.1153

4.6053.7943.2192.7732.4081.8331.3861.0220.7130.5750.4460.3250.2110.1030.0400.0202

2.7062.0721.6421.3231.0740.7080.4550.2750.1480.1020.0640.0360.0160.0040.0010.0001

0.90.850.80.750.70.60.50.40.30.250.20.150.10.050.020.01



Lois fondamentales de l’échantillonnage

Loi de Student

Soit Z et Q deux v.a indépedantes telles que Z ↠ N  (0;1), Q ↠ Χ2(ν). Alors la v.a

ν
Q
ZT = Suit une loi appelée loi de Student à ν degrés de liberté, notée t(ν)

Densité de probabilité associée est
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Propriétés élémentaires de la loi du khi-deux

•l’espérance E(T) = 0 si  ν ≥ 2

•la variance V (T) = ν/(ν−2) si ν ≥ 3



Table de distribution de T   (Loi de Student) 
Valeurs de T ayant la probabilité P d'être dépassées en valeur absolue. 



Lois fondamentales de l’échantillonnage

Théoème de la limite centrale

Soit {Xn} une suite de v.a indépendantes de même loi admettant une moyenne

µ et  une variance σ2. Alors la suite                    converge en loi vers la loi N (0,1), 
s’écrit:

( )10
/

;
nσ
µX

n
n ℵ →

−
∞→

nσ
µX n

/
−

Remarque :

n>30 suffit pour obtenir une approximation de probabilité à 0.02 prés



Théorie de l’estimation

X une v.a à un certain phénomène aléatoire observable de façon répétée

Estimer certaines caractéristique d’intérêt de sa loi
(moyenne, variance, fonction de répartion, densité de probabilité,..)

sur la base d’une série d’observation (x1, x2,….,xn) 

Estimation par intervavalleEstimation ponctuelle

Attribuer au mieux une valeur
unique à la caractéristique

Attribuer un encadrement
plausible à la caractéristique



Définition informelle d’un estimateur et d’une estimation:

Estimer une caractéristique c de la variable aléatoire X sur la base de la 
réalisation (x1, x2,….,xn) de n-échantillo (X1, X2,….,Xn).  On appelle estimateur
toute statistique donc toute fonction de X1, X2,….,Xn dont la réalisation après 
expérience est envisagée comme estimation de c.

Un estimatateur se définit dans l’intention de fournir une estimation.

Un estimateur est une variable aléatoire
Une estimation est une valeur numérique prise par l’estimateur suite à
la réalisation de n-échantillons.

Si un estimateur est déterminé par une fonction h (X1, X2,….,Xn), l’estimation
correspondante est h (x1, x2,….,xn). 

Exemple
moyenne E(X) de la loi X, un estimateur est la moyenne empirique qui
produit une estimation     moyenne descriptive de la serie de valeur observée.

X
x



Cadre de l’estimation paramétrique:

En estimation paramétrique la loi de X  appartient à une famille de loi décrite

Forme fonctionnelle connue par fonction de répartion, 
densité de probabilité..

dépendant de un ou plusieur paramètres inconnus réels, on note θ ce
paramètre
qui peut être un vecteur paramètre. L’enesemble des valeurs possibles θ 
appelés espace paramètrique sera noté Θ inclu dans Rk , k dimension du
paramètre.

Exemple:
La famille des lois de Gauss est décrite par la famille des densités de 
probabiliés de la forme
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Notation pour les estimateurs et les estimations:

Pour un paramètre désigné par une certaine lettre θ on note

souvent un estimateur par  

On rajoute un indice pour justifier la méthode d’estimation

θ̂

Qualités des estimateurs

? Choisir l’estimateur Critère de qualité pertinents

On note Tn l’estimateur de θ à étudier, comme θ est inconnue, il faut que le 
Comportement de Tn soit satisfaisant quelques soit θ c.a.d quelques soit la  
Loi mère.



Biais d’un estimateur

Soit une v.a. X de loi de densité (ou fonction de probabilité); f(x;θ) où θ∈Θ⊆ℜ . 
Soit (X1, X2,….,Xn). Un n-échantillon issu de cette loi et Tn un estimateur de θ. 
On appelle biais de Tn pour θ la valeur:

( ) ( ) θTETb nθnθ −=
Si bθ (Tn) =0 ∀ θ ∈ Θ , on dit que Tn est un estimateur sans biais

Exemple
Considérons la variance empirique comme estimateur de la variance  où
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Il s’agit donc d’un estimateur biaisé
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